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Exposé 6-H, p. 1 &4 16

LE PROBLEME PARAMETRIQUE DANS UN ESPACE DE
RIEMANN

par Bernard d’Orgeval Dubouchet

Cette conférencel!l se composera de deux parties bien distinctes. Dans la premicére,
je ferai un exposé de quelques résultats classiques en géométrie riemannienne et en
calcul tensoriel. Dans la seconde, je montrerai comment le probleme général du calcul
des variations, congu comme probleme paramétrique dans un espace riemannien, peut
se reconduire a un probleme non paramétrique de I'espace euclidien. Enfin dans une
dernié¢re partie,[? je montrerai comment la méthode des racines caractéristiques a
permis a Morse de généraliser le théoreme de Sturm, et d’en faire une application a
la théorie des géodésiques d’un espace riemannien quelconque.

L’intérét de la considération d’un espace riemannien provient de ce que les pro-
blemes du calcul des variations conduisent a des problémes globaux, et que ’on ne
sait pas actuellement si une variété riemannienne donnée en grand[®l, peut étre plon-
gée dans un espace euclidien d’un nombre suffisant de dimensions ; alors que le méme
probléeme local est toujours possible, si la variété riemannienne est de dimension n,
dans un espace euclidien de dimension

n(n+1)
2

D’ailleurs le probléeme en géométrie riemannienne permet de « géométriser » cer-

N>

tains étres de la théorie, les faisant apparaitre comme des « vecteurs », et beaucoup
des propriétés se rameénent a des propriétés d’invariance de certains tenseurs ou a
I’annulation de certaines de leurs composantes.

Les espaces de Riemann.

Considérons dans un espace euclidien quelconque n vecteurs unitaires de coordon-
nées

€1,€2,...,€n,

dont les produits scalaires forment les coefficients

9ij = €i€j

1/2
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2 B. D’ORGEVAL DUBOUCHET

Un vecteur quelconque (X7) aura pour longueur (carré scalaire)
9i; X ¢

qui est une forme quadratique, définie positive. Le produit scalaire de deux vecteur
X% et Y sera la forme polaire

o
9i; X' X7
Mais si au lieu de considérer les projections de X sur les axes, on considére les
produits scolaires X - e;, on obtient n nouvelles composantes de X

Xi=X-e; =g X’

On appelle ces n quantités composantes covariantes par opposition aux X' dites
composantes contravariantes.
Le produit scalaire de deux vecteurs s’écrit alors

XY =X,
leur angle V' est donné par
X;Y?
VX, XNYY?

Remarquons que nos vecteurs par leurs deux systemes de composantes nous

cosV =

donnent des quantités a deux indices I'un supérieur et I'autre inférieur. Ce sont des
cas particuliers des tenseurs que nous allons maintenant définir. !

Dans leur acception la plus générale, on entend par tenseurs des quantités servant
a représenter analytiquement un étre géométrique, dont elles sont les composantes,
et qui, par un changement de coordonnées, subissent une transformation, en général
linéaire, dont les coefficients ne dépendent que des systeémes de références et non des
valeurs numériques des composantes du tenseur.

Nous nous bornerons a des tenseurs de la forme

of ke
eem

c’est-a-dire a des lettres affectées d’indices supérieurs et inférieurs, tels que la somme

a' M XY Z Uy

ott les X;, Zi, U, sont composantes covariantes, Y7, V™ composantes contravariantes
de vecteurs arbitraires, ait une valeur indépendante du systeme de coordonnées.
L’opération la plus importante du calcul des tenseurs est la contraction des indices.
Cette opération consiste a considérer a coté de
i ke
J m

le tenseur
jke
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On en montre la possibilité a partir de a;”. Si a,” X"Y; est indépendant des coor-
données, ’expression invariante

a! X'Y; — AX'Y;

admet des racines en A, pour lesquelles les formes en X sont dépendantes. Y a;’ est
la somme de ces racines.
En particulier, g;j, tenseur fondamental, possede des composantes contrava-

By _ i
riantes ¢%, et mixtes g;/ (S.de Kunecker [sic]) g,/ = =7 Le tenseur contracté est

0i#]
n (nombre de dimensions de I’espace). 6]
Considérons maintenant un continuum a n dimensions, dans lequel on s’est donné

une forme différentielle quadratique 4/5
ds® = g;; du’ du’

Cette forme définit 1’élément linéaire. Deux cas peuvent se présenter, ou les g;;
satisfont & des conditions telles que I’élément ds? représente I’élément linéaire de
I’espace euclidien, ou il n’en est pas ainsi. Dans ce cas, on dit que la métrique donnée
définit un espace de Riemann.[]

La recherche des conditions pour qu'un tel ds? soit euclidien conduit & des condi-
tions d’intégrabilité (supposant les g;; continues ainsi que leurs dérivées, au moins
jusqu’a ordre 2) de la forme

1 1
0 e e o S (0T, - TRTY,) =0
h

avec

Fris = %(Zi:: (;f;j - a@in) - F;s = gikrrks
Si Pexpression (1) est différente de zéro, on a un espace de Riemann. Cette valeur
non nulle mesure en quelque sorte ’écart qui sépare ’espace de Riemann de celui
d’Euclide.
Remarquant que ces conditions ne font intervenir que les dérivées secondes, nous

voyons que l'on peut introduire un espace euclidien tangent. Soit M un point de
I’espace de Riemann, on introduira un espace euclidien tel qu’il existe une correspon- s/6
dance biunivoque entre les points de cet espace et ceux de I’espace de Riemann (au
moins dans une petite région autour de M), avec en M, mémes valeurs numériques

de I’élément linéaire.

1'8lément lindaire

AJ/_—] Ceci étant, considérens un petit parall2logrsmme

A= d'origine M (ul) , de sommets
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Ceci étant dit, considérons un petit parallélogramme d’origine M (u?), de sommets
(W) (@W+a) (W) (v )

si on le représente dans l’espace tangent, on obtient une figure ouverte, qui associe
une rotation infiniment petite a la facette donnée ; cette rotation s’écrit

Q5 = ZRij,rsarﬁs
T8
ou R;j s est dit le tenseur de Riemann-Christoffel

8Fijr 8Fijs h h
Rijy = 525 = S8 4 37 (T T, = Tins )

Le rapport de la rotation infiniment petite a l'aire de la facette est par définition
la courbure riemannienne de ’espace en M, dans la direction de la facette.

Si on appelle géodésique de l'espace, les courbes qui rendent le ds? minimum, on
peut ramener 1’élément linéaire au voisinage a la forme normale

d82:dt2(1*k(£ﬂ2+y2+"')+$/2+yl2+"‘)

Les espaces de Riemann en grand. Passons maintenant a une définition en grand.
Soit donc une variété riemannienne R a laquelle est attachée une métrique

ds?® = 9ij da® da?

Nous supposerons dans ce qui suit, les g;; de classe C3 (Une fonction est de classe
C™ si elle est continue ainsi que ses n premiéres dérivées). On suppose que dans un
espace euclidien auxiliaire d’'un méme nombre de dimensions m que R il existe une
représentation biunivoque de tout point de R ainsi que de ses voisinages. Ceci revient a
dire que 'on peut établir une homomorphie entre R et le voisinage d'un point (z) d’un
espace euclidien de coordonnées (z!,22,...,2™). Un autre systéme de coordonnées
(z) sera admissible s’il existe une transformation

2 =2 (x)

ol les z* sont de classe C*, avec un jacobien non nul. Nous montrerons que pour
transformer notre probléme paramétrique au voisinage d’une extrémale donnée, il
sera nécessaire d’admettre des transformations seulement de classe C®, et dites spé-
cialement admissibles.

Un groupe de points de R forme une r-variété si les images de ces points forment
dans un systéme de coordonnées admissibles (x) des équations

=2 (u,. .. u,)

ol les fonctions 2 sont régulieres, et si la matrice fonctionnelle des x'(u) est de
rang 7. Un arc régulier g de classe C™ sera ainsi un segment fermé d’une variété a une
dimension de classe C,, [sic].
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Théoréme fondamental. Soit g un arc régulier de classe C* ou ¢ désigne la lon-
gueur d’arc. Tout voisinage de g peut se représenter dans un systeme de coordonnées
admissibles () par un voisinage de axe des 2™ d’un espace euclidien (z), en sorte
que g corresponde a z, avec t = z"".

Soit (z) un systéme admissible au voisinage d’un point P. Supposons d’abord le
voisinage assez grand pour contenir tout ’arc g ; alors cet arc se représente par

7= '(t)
' (t)
ot
2 =al 4 @' (™)
2= (™)

Ap™(t
Mais une au moins des dérivées £ 0, soit %” La transformation 8/9

(i=1,...,m—1)

Supposons maintenant avoir deux segments qui se recouvrent partiellement g; et
go, si le théoréme est vrai pour chacun d’eux, il I’est pour l'arc entier g; + go.

Supvosons que t=0 soit un

g
point intérieur sux deux arcs . Supvo- L0 82

sons que le systéme (x) vérifie le thé-

Supposons que t = 0 soit un point intérieur aux deux arcs. Supposons que le
systéme (x) vérifie le théoréme sur g, avec t = 2™, et que (z) le vérifie sur g' avec
t = 2™. On suppose que si t =0, () = (z) = (0). Les deux systémes étant tous deux
admissibles au voisinage de t = 0, il y a alors une transformation

(1) zi:a§mj+ni(x) (i,j=1,...,m)

om a} est une constante, avec a§ # 0 et n°(x) une fonction de classe C*, avec dérivée

nulle pour () = (0). Le long de g, on a, pres de t =0, t = 2™ = 2™, dou a? = 1. 9/10
Supposant les aj» égaux a4 0, si i # j, et a 1 si 4= j, on peut écrire

(2) =2+ ()

Soit alors ¢ une constante positive et h(t) une fonction, de classe C*, en valeur absolue
inférieure a 1 telle que

h(t)=1 t<0; h(t)=0 t=0

La transformation (1) est valable au voisinage de ¢t = 0, sur g; et go. Si ¢ est assez
petit, la transformation

3) 2 =a’ + ha")n'(2)

est identique & (2) pour 2™ < 0, identique si ™ > 0; le systéme (z) représente alors
I’ensemble g1 + g2 ; en effet, avant ¢ = 0 sur g1, on a la représentation précédente,
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puis, sur g9, avec t < 2, on a celle obtenue de (x) par la transformation (z); le long
de g1 + g2, on a toujours 2" =t.

Si ¢ est assez petit, le jacobien de (z) est non nul.

Dans le cas d’un arc g quelconque, on le recouvre d’une suite d’arcs empiétant les
uns sur les autres. On peut ainsi montrer que :

Théoréme. S’il existe une transformation non singuliére de classe C3 de systémes
de coordonnées (z) précédents, dans lesquels & g correspond Parc 2™, ot 2™ =t le
long de g, et ou g;;(z) = &) le long de g.
Soit le systéme (z) établi précédemment. Soit a;;(z™) la valeur de g;; au point
t = 2™ sur g : faisons la transformation
Xt =z i=1,...,(m—-1)
X" = q(z™) 77
analogue a la réduction des formes quadratiques. On note a]y = 1. De ceci résulte
que dans ds?, de™ n’apparait qu’au carré. Par une transformation analogue on réduit
4 une forme ot n’entrent que des carrés da’?, multipliée par une fonction positive
de z™. Par une derniére transformation, on fait ce coefficient égal & 1.[8] Ce sont les
coordonnées normales.
Nous avons supposé jusqu’ici I’arc sans points multiples. Mais on peut s’affranchir

¢ g en segnents partiels assez

que tout segment formé de trois

consécutifs ne contienne pas

de cette condition en divisant I’arc g en segments partiels assez petits, pour que tout
segment formé de trois arcs partiels consécutifs ne contienne pas de points doubles.
En prenant pour chaque arc partiel un systeme de coordonnées normales dans un
voisinage assez étroit pour que les voisinages de l'arc (n — 1) n’aient aucun point
commun avec ceux de I'arc (n+1), on recouvre R d’une suite de voisinages formant une
variété Riemannienne sur laquelle un voisinage N est distant de tous les autres excepté
les consécutifs. Sur le R résultant, g sera sans points multiples et se représentera par
un systéme unique de coordonnées normales.

Les conditions nécessaires en forme tensorielle. Supposons alors donnée dans
un systéme de coordonnées admissible (x), une fonction
o 1 m .1 m
F(z,r)=F(z,...,2™,r,...;r™) (r) # (0)
servant a définir I'intégrale

/F(w,w) dt
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ol &' = da’
Codt o
La transformation z* = z*(z) donne sur les (r) la transformation
oF" .
O'h _ pe

- Ozt

On admet que (r) se transforme comme un vecteur contravariant. L’intégrant de-
vient Q(z,0) = F(x,r) et I'intégrale prend la forme

/Q(z,z) dt

Nous supposerons dans la suite que dans le voisinage de tout point de R, pour tout
systéme de coordonnées admissibles, I'intégrant soit positif, de classe C? et F(x,r)
positivement homogene, de degré 1 en (1), c’est-a-dire

F(z,kr) = kF(z,r) E>0
On tire de 1a la relation

Py =0 (i,j=1,...,m)

d’ol |Fyip5| = 0 propriété importante de la forme paramétrique.

On obtient aussi
0zh
B = Qo

qui montre que F}: est un vecteur covariant, ou encore que la quantité
Fri dz"

est invariante.
L’expression E de Weierstrass

E(z,r,0) = F(z,r) — ' F,i(x,1)
est aussi un invariant. On peut ainsi établir

d 02k rd
%Fri - Fw’ = % [%Qk - Qz":|
Nous introduirons maintenant une fonction Fj(x,r) dont le role est particuliére-
ment important.
Soit le déterminant
Frir-f U; -B
Uy 0

Ce déterminant égale —A%u;v; en appelant A" le mineur de F,:,; dans le dévelop-
pement de F,:,;. Mais & I’aide de la relation r*F,.,; = 0, on peut montrer que [r’ul]
et [Tkuk] divisent B, d’ou

Aijuivj = F(z,7) [riui] [rjvj]

12/13

13/14
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Faisant (u) = (v) = (r) on a
Abypiyd

rird)?

Fi(z,r) =

de sorte que Fy(x,r) est continu en (x) et (r) si (r) # 0.
Si on passe maintenant des vecteurs (v), (u) & des vecteurs covariants (v'), (u'), on

14/15 aura
or'

oxJ

Qaiaj u;

/
ij

Frirj (7

:C2

avec Cc =
v; 0 ‘

d’ot, si Q1 est la forme analogue a F}

02621(27 o) = Fi(x,7)

Remarque. Cette fonction F; prend dans le cas de deux variables la forme

F . FX’X’ . FX’Y’ . FX/Y/
1= X2 X'y’ y”®

(Cf.exposé E, prg 4)

Supposons alors donné un arc de dourbe g, arc simple, régulier, orienté, joignant
les deux points de E, A; et As. Soit alors J la valeur de l'intégrale le long de cette
courbe.

En passant avec un systéme de coordonnées () on considére le probleme non
paramétrique de minimiser J dans ’espace

(t,z', ..., z™).

15/16 g se transforme en un arc g, qui est minimisant en méme temps que g, donc :

Condition nécessaire du minimum faible.
d
dt

le long de g, pour tout systéme (x) qui contient g.

On peut montrer d’une fagon analogue au cas classique :

F.—-F,=0 (i=1,...,m)

Condition de Weierstrass (minimum fort). Il est nécessaire pour (z, ) sur g et
(o) vecteur quelconque non nul que

E(z,i,0) = F(z,0) — 0'Fpi(z,&) >0
Condition de Legendre (minimum faible). Pour (z, &) sur g, et un vecteur quel-
conque (A) il est nécessaire que
Fi AN >0

(Pour ¢(e) = E(z, &, & + eA), minimum si e = 0, ¢*(e) > 0)
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Existence des extrémales.— Conditions suffisantes. La condition |Fy.i,.;| = 0
pose le probléme d’établir 'existence des extrémales. On établit facilement la relation

ﬂﬁﬁp—agzo

dt
Soit alors ¢(z,7) = g;j(z)r'r? on consideére le systéme qui définit les extrémales 16/17
d
YR~ F.=0
(I) dt
pla,2) =1

Nous remplacerons ce systéme par celui contenant la fonction inconnue A(t)

d (Fri + )\(PTZ) - (Fzz +AQOI1) =0

(1) dt
(z,2)=1
ce qui, en dérivant en (¢) la 2éme de (I) conduit &
. dA dA
pt g — = 27 =
AT at =

Donc, toute solution en (A) de (IT), initialement nulle, donne A = 0. De telles fonctions
x%(t) sont alors solutions de (I).

Mais si on suppose Fi(x,r) # 0, dans I'intervalle (¢1,t2) considéré, comme
Frips Pri
Pri 0

on peut, en posant v; = Fri(z,r) + Ag,i(z,7), 1 = p(x, ), résoudre

rt=7r'(z,) A=A(z,v)

£0

d’ot le systeme 17/18

dx; ,
’ = 2'(x,v)

dt dt

ou q; = Fy [x, r(z, v)] + Az, v)pyi [x, r(z, v)} qui donnent les solutions

b — q;(z,v) A = A(z,v)

z' = h'(t1,to, 2o, v0)
’Ui k‘L

(t1,%0,0,v0)

de classe C?, en z et v, si (to, 2o, vo) assez voisins de (x,t,v) sur g.
On se limitera aux solutions A = 0, pour résoudre notre probléme, ce qui donnera

xi = :L’i(t,to,l‘o,ro)

de classe C? en (t,x,r) sit entre t; et ty et (tg, 2o, 7o) assez voisins des valeurs sur g.
Si on suppose définie 'extrémale voisine au point ¢1, par un vecteur tangent p(z)
dépendant de (n — 1) parametres, 'extrémale sera

‘ri = mi(tvtlv'y(tl)a 7ﬂ(u)) = (Pi(ta u)
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Le jacobien

D¢l ™) )~ o)
D(t, Uy .- - ,um,l)
définit par ses zéros successifs les points conjugués de A;. On montre que si la condi-
tion de Legendre est vérifiée, ces points conjugués sont isolés.

On peut montrer que les conditions suffisantes pour un minimum strict de J, par
rapport a des courbes de classe D', joignant les extrémités de J, exigent

Weierstrass S E(z,&,0) >0

M(ta tl) =

Jacobi (pas de points conjugués)
Fy 40 (sur g)

L’équation de Jacobi en forme tensorielle. Passons maintenant a 1’étude de
I’équation de Jacobi, en forme tensorielle. Soit g une extrémale qui dans le systeme
(z) peut s’écrire

Posons
2“}(777 77) =Frips 77177j +2F iy 7-7i77j + Frigs 77i77j
Soit 2%(t,e) une famille de courbes joignant les extrémités de g, et se réduisant a

g si e = 0. Supposons-les de classe C2, pour t sur (t1,t3) et e assez voisin de 0. La
seconde variation est :

ﬂwzlﬂmmmﬁ [ = aie(t,0)]

Si on fait un changement admissible de coordonnées (z), on introduira 2wq (19, 7o), et
on montre que 'opérateur

d
L;(n) = Wt T Wi

est un vecteur covariant si g est une extrémale.

On a de plus
Y Li(n) =0
Pour résoudre cette équation, étant donnée la difficulté, née de |F,i,;| = 0, on
considere le systeme
d? o
@ Li(n) =0, (gi;7'7") =0

dt?
L’invariant de la 2éme équation est la projection n? de (1) sur la tangente & g n? =
at+b

On introduit alors le systeme
d2

(11) Li(r) + pgij ¥’ =0 p7e)

(9ij7'7) =0
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qui introduit

g
e 0| R ) £ 0
ce qui permet de résoudre (I), mais on peut montrer que p = 0 donc (II) identique
a (I).

L’ensemble de conditions I forme I’équation de Jacobi en forme tensorielle; une
solution est un tenseur contravariant n’; I'indépendance des solutions est liée & 1'in-
dépendance de leur représentation.

™ égal a g, permet de faire

Le passage a la forme non paramétrique avec I'axe x
disparaitre n7 = 1™, nul aux deux extrémités, donc n™ = 0, d’oll on retombe sur

I’équation de Jacobi, dans le cas déja étudié, d’ou :

Théoréme. Un point t =t est conjugué d’un point t = t' s’il existe une solution de
léquation de Jacobi, en forme tensorielle, non identiquement nulle, qui s’annule en t'
ett”. Le nombre de solutions indépendantes nulles en ces points égale le méme nombre,
dans une représentation non paramétriqgue du probléme en coordonnées normales.

On introduira de méme une condition de transversalité, et le probléme accessoire.
Mais les solutions de ce probleme seront alors des vecteurs.

Les solutions caractéristiques et la forme indicatrice. On peut par des coor-
données normales passer du probléme accessoire a un probléme normal non paramé-
trique accessoire. On montre que les solutions de ces deux problémes se correspondent
biunivoquement, ce qui conserve les relations de dépendance et indépendance.

Si on suppose maintenant vérifiées sur I’extrémale g les conditions de Legendre et de
transversalité, admettons que les variétés terminales sont régulieres et non tangents,
on peut diviser ’arc t1,%5 en arcs assez petits pour que chaque portion ne contienne
pas de couples de points conjugués. Soient ai,as,...,a, les segments. On intoiduit
les variétés intermédiaires M, de classe C?, z' = Xé(ﬁl, ..., Bn) non tangentes a g;
d’ott la définition d’un arc extrémal brisé que 'on compare a g. Si on désigne par v
I’ensemble des parametres

(v) = (a1,-.,0r,B1,--.,Bn,...) en nombre 6,
la valeur de J(v) le long de l'extrémale brisée définit la forme indicatrice
P(2) = Jyini (0)ziz; (5,5 =1,...,0)

Cette forme est un invariant, et on peut montrer qu’en passant au probleme nor-
mal, la forme P(z) s’identifie avec la forme Q(z) de la derniére conférence, construite
pour 'axe des z avec les mémes variétés intermédiaires. La correspondance des pro-
priétés caractéristiques nous montre alors que l'indice de P(z) égale le nombre de
racines caractéristiques négatives du probléme accessoire, en forme tensorielle, et que
le nombre de carrés dégénérés est le méme dans les deux cas.

On a donc un minimum non strict pour g si g vérifie :

20/21

21/22

22/23
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Weierstrass
F #0
non-tangence
racines caractéristiques du probléme accessoire toutes positives.
On arrive comme dans le cas de la derniére conférence a ’existence de familles
d’extrémales coupant transversalement une variété terminale, et & montrer que le

férence & 1l'existence de fumilles d'extrémeles coupent trans
vergalement une variété terminale, et &
montrer que-ie minimum entre Ay et A,

exige qu'entre 4; et A il n'y ait pas

de points focaux des surfaces terminales .

minimum entre A; et A, exige qu’entre A; et As il n’y ait pas de points focaux des
surfaces terminales.

Les systémes auto-adjoints. Je vais dire maintenant quelques mots sur 'utilisation
des équations caractéristiques, pour obtenir certains théorémes de comparaison et
oscillation, analogues a celui de Sturm.

Considérons un systeme d’équations différentielles de la forme
d
Li(n) = ——(aijn; + bigng) = (cignj + dijng) = 0
ou les fonctions sont continues en z sur (ai,...,a,). On dit ce systéme auto-adjoint,
¢l existe une forme bilinéaire M (u, v, u’,v’) telle que
d
wiLi(v) —v; Li(u) = — M (u,v,u’,v")
dx
Dans ce cas, les équations prennent la forme
d
(1) Li(n) = %(Riﬂ?} + Qijny) — (Qjinf; + Pijn;)
avec

Rij(z) = Rji(z)  Pij(x) = Pji(x)
Les équations (1) sont équations d’Euler de l'intégrale
as az
2/ Qn,n") dx:/ (Rijnin|; + 2Qumim; + Pijniny) da
al ai

Rappelons qu’étant donnée une forme bilinéaire P(u,v) de m variables (u) et (v),
dont la matrice est de rang m, les p formes linéaires de (u) Ui,...,U, et les (m — p)
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formes Vi,...,V;,—p de (v) sont des conditions adjointes si (u) et (v) les vérifiant
entraine
P(u,v) =0
Revenant a nos équations
d
Li(n) = %Qm‘ -Q,, =0

on suppose le systeme régulier, positif, R;;(x)w;w; > 0 posons ¢; = Q,(n,7') ; avec
d’autres inconnues ﬁﬂ?, on a

/a2 [m:Li(7) = 7, Li(n)] = [n:Ci — Cz‘ﬁiﬁ = P(n,¢n,¢)

1
forme bilinéaire de 4n variables. On dira que les conditions aux limites sont auto-
adjointes, si elles sont leurs propres adjointes dans cette forme ; ceci conduit &

a) n; —ciun =0 B) G — il + brrur =0

ol la matrice ||cf, || de rang , et ||by k|| symétrique. L’équation «) représente un r-plan
I1, de l'espace a 2n dimensions 7, de parameétre (u). La forme quadratique bpxupug
est la forme accessoire.
On montre que deux groupes de conditions sont équivalentes si elles conduisent
a des II, plans, confondus dans I'espace (1) et dont les formes prennent les mémes
valeurs numériques aux mémes points.
Ceci montre que deux groupes de conditions sont équivalentes si elles conduisent
a des II, plans, confondus dans l’espace (1) et dont les formes prennent les mémes
valeurs numériques aux mémes points.
Ceci montre que II,. est byrupuy sont des invariants géométriques.
Supposons maintenant que le probleme dépende d’un parametre o, on considérera
la fonctionnelle .
2
I(n,0) = bux(0)upug +/ 2w(n, ', 0) dz
ai
pour des n'(x) de classe D!, admettant les problémes B, tels que
0Qij ORy;
Ox ' Oz

Ay~ la matrice des ||cj, || de rang 7, des ||bng|| symétrique

Ay~ quel que soit o, P;j, Qij, , bpi continus
As— quel que soit o, (w), = sur s1, s2, Rij(z,0)w;w; >0
Ay~ Pour (—o) assez grand 1(n, o) définie positive

As— La forme accessoire décroit si o croit.

Une solution caractéristique satisfera les conditions limites, la valeur de o corres-
pondante est racine caractéristique, son indice est le nombre de solutions caractéris-
tiques correspondantes.
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Par un arc brisé, on remplacera la fonctionnelle par la forme indicatrice
a /
Q(z,0) = bur(0)upur+ €32 2w(n,n', o) dx
— 1 1 14
(Z) = (U1, oy try Zy ey Ly oo 27)
avec les extrémités nf — ¢ up, = 0 = a® et les sommets 7;(s?) = Z]
On montre que si o est racine caractéristique @Q(z,0) devient singuliere, et sa
« nullité » égale I'indice de o, l'indice de Q(z,0) (nombre de carrés négatifs) égale
alors le nombre de racines caractéristiques inférieurs a o.
Le nombre de racines inférieures a o est donc fini, elles sont donc isolées, et varient
continiiment (par exemple avec s1).
On peut maintenant comparer deux problémes avec la méme forme et des condi-

tions limites distinctes : on appelle forme différence d = [b}lk (o) — bhk(a)] upuy, de B!

a B.

a) Sous-probléme. LeIl,: plan de By est partie de II,. ; on établit, entre les nombres

de racines caractéristiques de B et B inférieures & o donné, la relation
v—(r—ry))<v <v

b) II, est commun. Supposons que d ait I'indice N, et (—d) l'indice P. Les nombres

v et 1 de racines inférieures & o donné sont

v(o) — P(o) <wvi(o) < v(o)+ N(o)

c) B et B; quelconques. II, et II,, se coupent selon un II; (2n+¢t =r+r; — 1)
on a, avec les mémes notations

v(o)—P(o)—r+t< (o) <v(o)+ N(o)+r —t

Si A(x,0) est un déterminant de n éléments n;;(x, o) dont les colonnes sont solu-
tions de I’équation de Jacobi, avec

1 11 j
nij(a’,0) =0 Wij( ,0) =0]
il s’annule a nouveau en un point conjugué.
Théoreme d’oscillation. Si r est la dimension du plan final accessoire du probléme B,

et v(o) le nombre de racines caractéristiques inférieures d o, alors A(z,0) s’annule
entre ay et az, au plus v(o) et au moins v(o) —r fois.

En comparant deux problémes avec des II, communs et des formes w et w’, on
obtient les généralisations du théoreme de Sturm, que le point conjugué de z = ¢ sur
[la géodésique] varie dans le méme sens; et surtout, si on a constamment

w'(nn') = wlnmn)

les conjugués de a', dans le probléme w’, se trouvent avant ceux de w.
) b
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Passons alors a I'application que nous avions en vue. Supposant donné un espace
riemannien

ds® = Gij da® da?
nous disons avec Hopf que cet espace est complet :
1) si toute géodésique peut étre continuée indéfiniment
2) si tout ensemble borné g est fermé (Bolzano-Weierstrass)

On peut montrer que dans un tel espace, il existe toujours une géodésique minimale.

Si donc, on se donne une géodésique g, le probleme secondaire qui détermine les
points conjugués d’un point A de g, supposant (21, ...,Zm—_1,ZLm) coordonnées nor-
males, avec x,, longueur d’arc sur g, conduit a

0!+ Rukni(s)nr =0 (i,k=1,...,n—1)

ol les Ry .4,5(5) sont les composantes du tenseur de Riemann sur g. La courbure dans
le plan (0,0,...,1); (u1,...,up—1,0) est

Rk nitbi

On voit que 'on a ici
w(n,m') = ninj — Ruiminin;
Si la courbure est partout négative, on n’a évidemment pas de points conjugués.
Supposons-la positive, supérieure a C, c’est-a-dire

La comparaison des équations

772/ + Rnk,nink =0
ni +Cn; =0

a laide de la généralisation du théoreme de Sturm, conduit & montrer que le conjugué

N . . 7’ . N ﬂ-
de A se trouve a une distance de A inférieure & —.

Ve

Il n’y a pas de points de ’espace a plus de % de A; la variété est bornée,

comme elle est compacte, il en résulte qu’elle est fermée, ce qui est la généralisation
du théoréme d’Ossian Bonnet.
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Notes

1. Il n’y a aucune référence bibliographique dans cet exposé. Il est plus que probable que le
livre [Car28] d’Elie Cartan a été utilisé.

2. Les deux parties sont donc la premiere, la seconde, et la derniere.

3. Im Grossen, in the large, se disait déja, en francais, « global ». Le résumé [Mor39] de
Morse commence, en frangais, par la phrase :

Cet exposé est une courte introduction a la théorie moderne
des points critiques de fonctions et en particulier au calcul des
variations du point de vue global (in the large).

Il serait intéressant de savoir qui a traduit, ou écrit, ce texte en francais. Si la locution « in
the large » a trouvé son équivalent en frangais, le mot « anglais » index n’y est pas traduit.
Dans le livre [Car28], les propriétés « locales » sont distinguées des propriétés « au point de
vue de I’Analysis situs » — sauf erreur, le mot « global » n’est pas employé.

4. Espace de Riemann vaut variété riemannienne. Dans son livre [Car28], Elie Cartan utilise
toujours « espace » dans les titres... et souvent « variété » dans le texte. Il semble avoir eu
une certaine timidité par rapport & l’enseignement de cette notion. On cite souvent son

La notion de variété est assez difficile a définir avec précision.

Ce qui ne signifie pas qu’il n’était pas capable de le faire...

5. Tout ceci vient du livre de Cartan.

6. La dimension était ¢ au début de ’exposé.

7. D’apres cette définition, si la courbure est nulle, I'espace est euclidien, sinon, c’est un
espace de Riemann... Précisons que ceci n’a pas été copié dans le livre de Cartan : un espace
de Riemann peut naturellement y étre « localement euclidien » (voir [Car28, Chap.III]).

8. Ceci semble étre un anglicisme...
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