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THEORIE DES ANNEAUX D’OPERATEURS

par John von Neumann

lére Partie
Discussion générale du probléme

I.—. Le problemel™ de la représentation spectrale d’'un opérateur quelconque — hermi-
tique, unitaire, ou cas plus général, normal, borné ou non borné — étant résolu com-
pletement (V2] ainsi que le probléme du caleul fonctionnel (algébrique ou analytique)
avec un opérateur de ces classes (@, le futur développement de la théorie de ces opé-
rateurs devra nécessairement avoir pour objet les relations entre plusieurs opérateurs.
Dans l'esprit des méthodes modernes de ’analyse et de ’algeébre, une discussion ayant
ce but prendra la forme suivante : Si nous voulons obtenir des informations sur les
relations (algébriques ou analytiques) entre deux ou plusieurs opérateurs Ag, By, .. .,
nous construisons tous les opérateurs qui peuvent étre obtenus par les opérations fon-
damentales de algebre et de 'analyse, en partant de Ag, By, ... et nous étudions les
propriétés « intérieures » du systéme d’opérateurs qui résulte de cette construction.
Les opérations de 'algébre des opérateurs sont représentés par les symboles : a A
(ot @ est un nombre complexe), A*, A+ B, AB, tandis que 'analyse des opérateurs
doit étre fondée sur une définition de nh—{lgo Ay, qui se peut faire de différentes fagons

(faible, forte, uniforme), que nous allons examiner (), Nous devons donc considérer
tous les systemes d’opérateurs M qui jouissent des deux propriétés suivantes :

1. Pour les opérateurs hermitiques voir les exposés D et F de ce Séminaire et la littérature qui
y est citée. Pour les opérateurs normaux, aussi; J.v.Neumann, Math. Ann. 102 (1929) p.404-417
(Ce Mémoire souvent cité dans la suite sera désigné par M.A), Ann. of Math. 33 (1932) p.308-309;
Proc.Nat.Acad.t.21 (1935) (& paraitre prochainement).

2. Voir M.H.Stone, « Linear transformations in Hilbert Space » New York 1932
(Am.Math.Soc.Coll.vol XV) p.221-241; J.v.Neumann, Annals of Math. vol.32 (1931) p.191-226 (ce
mémoire sera désigné dans la suite par A.O.M.)

3. Pour toutes ces opérations, voir I’exposé C de ce Séminaire, ainsi que M.A. p. 370-376. Les
questions topologiques sont étudiées p.378-388.
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2 J. VON NEUMANN

I- Si A, B € M, alors aA, A*, A+ B, AB € M (a est un nombre
complexe quelconque).

IT.— M est un ensemble fermé dans une topologie convenable de I'espace
des opérateurs, que nous allons définir bientot.

Puis il s’agit de former le systéme minimum M qui contient (deux ou plusieurs)
opérateurs Ag, By donnés, et d’étudier les propriétés intérieures de M.

2.—. Si l'on adopte ce point de vue général, il y a lieu de faire des remarques suivantes
qui sont d’un ordre technique et fournissent les arrangements de détail et la termi-
nologie nécessaires pour la manipulation effective des idées générales que nous avons
esquissées.

a). Les opérations qui figurent dans I surtout A+ B et AB, ne se prétent a un calcul
simple que dans le cas d’opérateurs partout définis et bornés (). 11 est donc raisonnable
de nous borner d’abord aux cas ol tous les opérateurs de M sont bornés. Nous verrons
plus tard qu’avec une connaissance suffisante des systemes M d’opérateurs bornés,
nous aurons des moyens de comprendre dans M des opérateurs fermés mais non
bornés.

Désignons donc ’ensemble de tous les opérateurs linéaires et bornés par I. Nous
ne considérerons que des ensembles M C I. Il est d’ailleurs pratique de postuler un
peu plus que I; nous exigerons que l'opérateur unité 1 appartienne a M. Et nous
remplacerons I par I* :

I*~ 1eM.Si A, BeM,alors aA, A*, A+ B, AB € M (a est un nombre
complexe quelconque). Tous ces opérateurs doivent étre linéaires et
bornés, c’est a dire M C 1.

b). Il faut décider quelle topologie de I servira pour formuler II. Pour étre siir que rien
d’intéressant ne nous échappera, nous prendrons la topologie la plus faible possible,
c’est a dire celle qui donne le plus grand nombre de points de condensation possible.
C’est pour cette raison que nous choisissons la topologie « faible » des opérateurs. Mais
de ce point de vue, il y a une remarque importante a faire : la définition courante de
la topologie faible ne définit en réalité que la convergence faible, c’est a dire qu’elle
fait de I un espace limite et non un espace topologique (au sens de M.Fréchet). L’ex-
périence moderne sur ce sujet nous a cependant appris que les espaces topologiques
sont d’ordinaire préférables aux espaces limites,®! et nous verrons bientot qu'il y a
dans notre cas des raisons spécifiques pour désirer une topologisation au sens propre.

4. Voir au commencement de ’exposé F. Si A est partout défini et fermé, il est borné. Voir C
p-12. Si A n’est pas défini partout et donc non borné, et s’il en est de méme de B, le calcul avec
A = B et AB devient extrémement difficile et méme pathologique V.J.v.Neumann Journal fiir Math.
161(1929) p.229-234.
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Nous devons donc introduite la notion de « voisinage au sens faible », ce qui se fait
naturellement ainsi :

Soit Ag € I, et soient ©1,%1,...,0m,Ym des éléments quelconques de
lespace de Hilbert (m = 1,2,... mais fini), € > 0.

Désignons par U(Ag; 1, %1, - -, ©m, ¥m,€) 'ensemble de tous les opé-
rateurs A € I pour lesquels

(A= Ao)pu,pu)| <e pour v =1,...,m.

Les U(Ao;01,%1, -+, @m, ¥m,€) (pour tous les choix de m = 1,2,...
des ¢,, ¥, et de € > 0) sont les voisinages faibles de Ay, définissant la
topologie faible de I. (Voir M.A.).

On voit aisément que pour toute suite Ay, Ao, ... la relation
n—oo

dans cette topologie, est équivalente a la « convergence faible vers Ag », au sens donné
dans I'exposé C.p.14-15. Mais cette topologie faible ne vérifie pas le « premier axiome
de dénombrabilité » de F.Hausdorff, et par conséquent, il n’est pas vrai que tout
point de condensation faible d’un ensemble X C I est nécessairement un point limite
faible d’une suite convergente extraite de X. Donc il est nécessaire de faire usage de
la topologie définie ci-dessus elle-méme, et non seulement de la notion de limite faible
de suites convergentes ®),
Nous précisons donc II de cette fagon :

IT*— M est faiblement clos, c’est & dire que tout point de condensation
faible de M (et non seulement tout point de limite faible de M)
appartient a M.

c). Il est raisonnable de se conformer & 'usage de 1’algébre moderne par la définition
suivante :

Les ensembles M C I qui satisfont les conditions I* et II*, et ces en-
sembles seuls, sont dits des anneauz.

On voit immédiatement que :

Il existe un anneau minimum : il ne contient que les éléments a - 1; ol a est un
nombre complexe quelconque ; nous le désignerons par 0.

Il existe un anneau maximum ; c’est évidemment 1.

L’intersection d’un nombre quelconque d’anneaux est un anneau. Donc pour tout
ensemble X C T, il existe un anneau minimal O X que nous désignerons par A(X).

5. Une discussion détaillée de ces conditions se trouve dans M.A. D’ailleurs la topologie faible
vérifie I’« axiome de dénombrabilité » si nous ne sortons pas de la sphére |||A||| < 1. Voir M.A.
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4 J. VON NEUMANN

Pour tout ensemble X C I, les opérateurs A € I qui sont commutatifs avec B et B*
pour tout B € X, forment un anneau, nous le désignerons pas X'.
On prouve aisément que :

0 =1 I'=0; X'"D>X
et puisque 'anneau minimum 2 X est A(X), on a méme
X" = A(X). En outre, X' = (A(X))’, (A(X-Y) =x"-Y

(- désigne l'intersection de deux ensembles).

Les deux opérations représentées par A(X,Y) et X -Y sont des opérations dans le
domaine de tous les anneaux dans I. Elles ont quelques analogies avec ’addition et
la multiplication : toutes les deux, elles sont commutatives et associatives, d’ailleurs
a la facon de I’addition et de la multiplication logiques :

Pour un anneau M on a :

AMM) =M -M =M.

L’analogie est en défaut pour la loi distributive, qui n’est pas vraie en général. Il
y a des raisons de mettre A(X,Y) en correspondance avec 'addition, et X - Y avec la
multiplicaion, car

A(M,0) = M; AMI) =1
M-0=0; M-I=M.
d). Dans toutes ces considérations, il est préférable de permettre que espace de
Hilbert § (dont A, B,... sont des opérateurs) dégéneére en un espace euclidien a
un nombre fini de dimensions. Il est cependant préférable d’exclure le cas ou cette

dimension est 0. C’est & dire que la condition D de 'axiomatique de G (Voir I'exposé B,
p.3-4) doit étre remplacée par la suivante :

D.— G possede des éléments différents de 0, cependant G est séparable.

Donc G a une dimension N = 1,2,...,00. Nous appellerons ces G des espaces
unitasires.

3.—. Une des relations prouvées en 2 c) était :
X" 2 A(X).

Or, on peut prouver que (¢

(R) X = A(X)

Pour bien comprendre 'importance de ce résultat, il est nécessaire de faire les re-
marques suivantes :

6. (Voir page suivante) [ou la note dit] Voir M.A. p.393-396.
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a). (R) prouve la nécessité d’employer la topologie et non la convergence faible dans
la définition des anneaux. Car il est évident que A(X) est obtenu en appliquant toutes
les opérations de I* a tous les éléments de X, et en ajoutant a cet ensemble celui
de tous les points de condensation. C’est ainsi que 1’on obtient X”. Si nous n’avions
ajouté que les points limite faible, nous aurions peut-étre obtenu un ensemble C X”.
Donc : pour avoir 1’équation (R), il faut définir les anneaux par la topologie et non
par la convergence faible ().

b). Pour des anneaux M, (R) devient :
(R) M =M
C’est & dire que I'opération désignée par M’ est involutive pour les anneaux.
D’autre part, la relation (A(X-Y)) =X -Y devient (en y posant X = M', Y =N)
(AM-N))Y =M N
et en y posant X =M, Y = N et en appliquant ' au tout
(M -N) =AM -N)

Donc Popération involutive transforme l'addition A(M - N) et la multiplication
M - N T'une dans lautre. Ainsi 'opération ’
(’addition correspond & la conjonction, la multiplication & la disjonction). Mais la
négation logique a encore d’autres caractéristiques, dont

(S) MM =0
(S AM-M) =1

est analogue a la négation en logique.

sont les analogues dans notre calcul, et ces équations ne sont pas vraies en général.
Elles sont cependant équivalentes entre elles :

M- M =0 est équivalent & (M - M) =0/

or: (M-M) =M - M) =AM -M), et 0' =1

Il y a donc lieu de croire que les anneaux M qui satisfont (S), c’est & dire pour
lesquels 'analogie avec la logique est plus stricte que dans le cas général, auront des
propriétés intéressantes.

7. 1l faut dire cependant que ce raisonnement n’a qu’une justification relative dans ’état présent
de notre information. Car nous connaissons des ensembles Y qui ont des points de condensation non
points limites (faibles) mais ils ne sont pas fermés dans les opérations de I*. Donc il faut dire :

(R) est prouvé si nous définissons les anneaux avec la topologie faible, tandis qu’il n’est ni prouvé
ni réfuté, si nous employons la convergence faibles.
L’auteur croit que (R) est faux en ce cas.
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6 J. VON NEUMANN

4.—. Abandonnons maintenant ces analogies formelles et revenons & notre probleme
original. C’était de caractériser les anneaux qui sont engendrés par deux ou plusieurs
opérateurs Ag, By,... : M = A(Ao, By, ...) et d’analyser les propriétés intérieures
des anneaux.

Quant a cette derniere question, le premier cas qui se présente conformément a
I'usage général de I'algebre, est celui des anneauz abéliens :

Un anneau M est abélien si tous ses éléments sont commutatifs, ce qui s’exprime
évidemment par

MM

Si M est abélien, et A € M, alors A* € M, donc A et A* sont commutatifs, c’est a
dire que A est normal. Réciproquement, on peut prouver que, si M est un anneau
non-abélien, il existe un A € M non-normal. Donc si N est ’ensemble de tous les
opérateurs (bornés) normaux, le caractére abélien est, pour un anneau M, équivalent
aMCN.

D’ailleurs N lui-méme n’est pas un anneau, et il n’y a pas d’anneau abélien maxi-
mum, contenant tous les autres, (Voir M.A. p.389).

Pour que 'anneau A(A) soit abélien, il est donc nécessaire que A soit normal, et
I’on prouve aisément que c’est suffisant aussi. Ces résultats sont élémentaires, mais ils
admettent une réciproque qui ne ’est pas du tout, car sa démonstration est fondée sur
une analyse détaillée de la théorie spectrale et de la topologie des opérateurs bornés.
Ce théoréeme réciproque est :

Tout anneau abélien M peut étre mis sous la forme M = A(A), ot 'opé-
rateur A (qui est nécessairement normal) peut étre choisi hermitique.

(V.M.A. p.401-404).

Ceci prouve que 1’étude des anneaux abéliens M ne peut nous donner que les
propriétés d’un seul opérateur normal (ou méme hermitique) A et, en effet, un tel
opérateur M n’est que ’ensemble de toutes les fonctions de A. (Voir AOM p.213-
215).

Pour revenir a notre probleme original, I’étude des relations entre plusieurs opéra-
teurs, il est donc important d’analyser les anneaux non-abéliens.

Nous voyons d’ailleurs que pour étudier les relations entre plusieurs opérateurs,
on peut se limiter au cas ou ceux-ci sont non-commutatifs. Car si Ag, By, ... sont
des opérateurs hermitiques commutatifs, on prouve aisément que A(Ag, By, ...) est
abélien, donc

A(Ap, By, ...) = A(A)
pour un certain A hermitique, c’est a dire Ag, By, ... sont tous fonctions d’un seul
opérateur hermitique A. (Voir AOM p.221)

Si nous voulons étudier les anneaux non-abéliens, il est d'un intérét spécial de

considérer 1’extréme opposé au cas abélien. Le cas abélien est caractérisé par M C M’
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c’est & dire M - M’ = M. Puisque toujours M - M’ C M ceci peut étre interprété
ainsi : M - M’ est aussi grand que possible (Puisque M- M’ C M, on pourrait établir
M-M =M, c’est a dire M’ C M aussi. Mais ceci signifie que M’ est abélien, ce qui
nous ramene au cas abélien). Le cas opposé est que M-M’ est aussi petit que possible,
c’est & dire M- M’ = 0, ce qui est I’équation (S) de 3 b). Donc nous sommes ramenés
a la condition

(S) M-M =0

par un chemin tout a fait différent.

5.—.Les considérations des paragraphes précédents montrent la nécessité de 1’étude
de (9).

Que signifie (S) si nous 'envisageons comme une propriété intérieure algébrique de
I’anneau M ?

En algebre, le centre d’'un anneau se compose de tous ceux de ses éléments qui
sont commutatifs avec tous les éléments de I'anneau. Pour les anneaux d’opérateurs
M (CI) c’est M- M. Donc (S) signifie : le centre de M ne contient que les éléments
de la forme a - 1 (ou a est un nombre complexe quelconque), c’est & dire son étendue
est aussi petite que possible. Ou encore, le centre de M est unidimensionnel.

Cette formulation prouve que nous touchons a un des problémes fondamentaux
de la théorie des systémes de nombres hypercomplexes et de représentations de
groupes ®). En effet, un des théorémes fondamentaux de cette théorie énonce que
tout systeme hypercomplexe, c’est a dire tout anneau abstrait, d’ordre fini, est somme
directe d’un nombre fini de systémes hypercomplexes a centres unidimensionnels. Si
le nombre de dimensions N de notre espace G est fini, on voit qu’il n’y a que N2
opérateurs linéaires indépendants; donc tout M C I est d’ordre fini. Donc, dans ce
cas, tous les M sont des sommes directes de M satisfaisant (S). Mais le cas vraiment
inétressant est celui de I’espace de Hilbert : NV = oo, l'ordre de M sera alors infini en
général

Cependant il est possible, méme dans ce cas, de décomposer tout anneau M en
une somme directe d’anneaux M satisfaisant (S). Pour ce faire, il est nécessaire de
généraliser la notion algébrique de somme directe au cas d’une infinité, et méme d’un
ensemble continu de termes — une généralisation du méme genre que celle qui méne
a la forme diagonale des opérateurs de G a N fini, & la forme spectrale de ceux de
I’espace de Hilbert a N infini.

8. Pour les analogies algébriques dans tout ce qui suit, voir B.L.Van der Waerden « Moderne Alge-
bra », Berlin 1930 (Julius Springer) ; particulierement vol.2, chap.16 : « Theorie der Hyperkomplexen
Grossen », ainsi que chap.17 : « Darstellungstheorie etc. » La décomposition mentionnée ci-dessous se
trouve p.161-164. TSVP [la note continue sur la page suivante] (suite). On peut voir aussi l'exposé F,
fait par M.Cartan au Séminaire en Février 34 — ou le livre récent de V.der Waerden : « Gruppen von
linearen transformationen (Springer 1935).
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Il n’est pas possible de donner des détails ici, nous ne voulons qu’indiquer que la
chose peut se faire (Voir un mémoire de l’auteur, qui paraitra prochainement dans les
Annals of Mathém.)[‘q ce qui signifie que les anneaux a centre unidimensionnel, c’est
a dire satisfaisant (S) sont les éléments dont la combinaison (par sommation directe)
produit tous les anneaux. Pour cette raison, nous pouvons bien dire, que le probléme
fondamental de la théorie des anneaux d’opérateurs est la détermination des solutions

de (S).

6.—.Un certain intérét s’attache a (S) aussi du point de vue de la mécanique des quanta
dans sa forme opératoire. On sait que dans cette téhorie, toutes les quantités physiques
— observables — d’un systéme & correspondent a tous les opérateurs hermitiques d’un
certain espace G, et les quantités bornées en particulier aux opérateurs bornés hermi-
tiques, éléments de I. Soit maintenant G la somme de deux sous-systemes disjoints :
G, et Go. Désignons les opérateurs correspondant aux quantités observables situées
entierement dans &, et G5 respectivement, par A; et A ; il est évident qu’ils ont les
propriétés :

(P) Tout A; est commutatif avec tout A

(P’) L’anneau déterminé par tous les Ay et tous les Ay contient tous les opérateurs
correspondant aux quantités observables de & = &1 + G5. C’est donc 1.

Désignant l’anneau déterminé par les A; par M et celui des Ay par N, celd [sic]

signifie :
(P) NCM
P AM-N) =1

Donc, a fortiori, A(M-M') = I, M satisfait (S’), donc (S), et de méme N. Inversement,
si M satisfait (S), il satisfait aussi (S°), et M, N = M’ ont les propriétés (P) et (P’).

Ainsi nous voyons que les solutions de (P) et (P’), c’est a dire les anneaux des
sous-systémes &1 et Sy de coincident avec les solutions de (S).

Cependant, cette discussion de &1 et Gy est plus abstraite que nécessaire : nous
pouvons caractériser M et N plus explicitement. Car &; admet nécessairement une
description physique par une ou plusieurs coordonnées que nous désignerons par x;
nous désignerons par € le domaine de variabilité de = (I’« espace de configuration »
de &1). Nous avons de méme y et F pour Sq; et par suite z,y et & x F (« produit
direct » de € et de F) pour & = &1 + Ga.

Donc la fonction d’onde de & a la forme ¢(z,y), autrement dit c’est un élément
de lespace de Hilbert G de toutes les fonctions f(x,y) telles que

/ )l dedy
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soit fini; le produit « intérieur » (f, ) étant

/ flz,y)g(z,y) dz dy

M sera évidemment I'anneau de tous les opérateurs opérant sur la variable x seule,
et N celui de tous ceux opérant sur la variable y seule. Nous allons préciser ces notions
immédiatement. Une analyse détaillée de ces questions se trouve dans le mémoire
annoncé par.IL.

On vérifie (P) et (P’) sans beaucoup de difficultés, ainsi que N = M’. D’ailleurs on
peut passer a des matrices de la facon suivante :

Soit @, (), m =1,2,... un systéme complet orthogonal en z ; ¥, (y), n = 1,2, ...,
un systéme en y; ©m ()1, (y) en est un en z,y, c’est a dire dans G. Alors tout f € §
a la forme :

F=F@y) =D tmnem(@)n(y)

m,n=1
0o

2, . . . s
E |@mn|” étant fini, et ainsi § peut étre considéré comme lespace de toutes les

m,n=1

suites doublement infinies (amy,), m,n = 1,2,... telles que Z |@mn|? soit fini, le
m,n=1
produit « intérieur » (f,g) étant

E amn mn

si f et g correspondent & (G,,) et (bmn) respectivement.
On voit aisément que A; € M signifie :

oo

Alf(xvy) = Z apn[Algop(x)]wn(y)

p,n=1

= Z Qpn (Z (A1<Ppa90m) : @m(x)¢n(y)>

p,n=1 m=1

Z (Z(Als"pa @m)apn> O (2)1n (y).

m,n=1 \p=1

Or tout opérateur A de G a une matrice opgmn définie par 'identité

A( Z amns@m(ﬂf)wn(y)> = Z brnn@m () Pn (y)

m,n=1 m,n=1
d’ou

oo
bn = E Qpq,mnlpq-

p,q=1

16/17
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Donc A; € M signifie apgmn = (A19p, ©m) gn C’est & dire :
(T) Qpg,mn = a;m‘sqn

0gn désignant le symbole de Kronecker-Weierstrass :

=1 pourqg=n
Ogn
=0 pourqg#mn

@, st un nombre complexe dépendant d'une fagon arbitraire de p,m = 1,2,....
On prouve sans difficulté que A;, c’est & dire la matrice (pgmn) est bornée si, et

! m) est bornée.

seulement si la matrice (o,

On montre de méme que A, € N s’exprime par :
9 _ 12
(T7) Qpg,mn = 5pm0‘qn

Cette fois, ay, est arbitraire.

On vérifie immédiatement que si M, N sont définis par (T) et (T7), N = M/,

M- N =0. Donc M- M =0 c’est & dire que M satisfait (S), et par conséquent, que
18/19 M et N satisfont (P) et (P’).

Cette analogie avec la théorie des quanta suggere que peut-étre toutes les solutions
de (S) sont données par (T) — celles de (P) et (P’) par (T) et (T’). Si nous formulons
ces hypotheses, il est raisonnable d’admettre la possibilité que m ou n ait un domaine
fini:m=1,...,Petn=1,...,Q. Mais en ce cas il n’y a pas de raison d’exclure les
G de dimension N finie (alors P, @, sont finis tous deux, et N = PQ). Ainsi, il s’agit
de décider si les énoncés suivants sont vrais :

a)) Soit G un espace unitaire & N = 1,2,..., 00 dimensions. Pour toute
solution M de (S), il existe deux nombres P,Q = 1,2,...,00, PQ =
N, tels que M soit représenté par (T), les domaines respectifs de m
et nétant 1,...,Pet 1,...,Q. Si P = o0, alors m = 1,2,... de
méme si Q@ =oc alorsn=1,2,....

B) De méme, pour toute solution M, N de (P) et (P’), il existe deux
P,Q =1,2,...,00, PQ = N, tels que M, N soient représentés par
(T) et (T7), les domaines respectifs de m et n étant 1,..., P, et

1,...,Q.
19720  Puisque (T’) donne M’ si (T) donne M, S est équivalent & « et
v) (P) et (P’) ont pour conséquence N = M'.

Mais «y est une conséquence de « : si M est représenté par (T), M’ I'est par (1), et
ainsi tout opérateur A € M’ correspond par (T’) & une matrice (o, ), dans 'espace §”
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Q
des suites (a,), n =1,2,... telles que Z |an|2 soit fini; et ol le « produit intérieur »

n=1

Q

Z anby, est le produit de deux suites (a,) et (by,).
n=1

Donc tout anneau € M’ correspond & un anneau dans §”, en particulier 0, M’
correspondent respectivement & 0, I, et N C M’ & N7. N/ est un ensemble d’opérateurs
en §”, il se compose de tous ceux qui correspondent & des éléments de M’ commutatifs
avec N, donc appartenant & M’ - N = (A(M,N))’ = I’ = 0. Ainsi (en §’) N =
Ny =0 =1, c’est a dire

)

N=wM.

Il est donc important de savoir si « est vrai ou non.

7.—. Nous obtenons une premiere orientation en considérant le cas d’un NV fini. Pour
le discuter, nous nous servirons des notations et des résultats de I'ouvrage cité de Van
der Waerden (par.5).

M est un systéme hypercomplexe d’ordre fini, donc la « Minimalbedingung » (V.der
W. II p.151) est satisfaite. Pour toute matrice A # 0, A € M, nous avons A* € M,
A*A # 0 est semi-définie; il en est de méme des (A*A)™ quel que soit n. Soit p # 0
un « idéal & gauche » dans M. Il existe un A # 0, A € p, donc (A*A)" € p”, donc
p™ # 0; autrement dit, M est sans radical (définition p.155).[6] Il en résulte que M est
« complétement réductible » (démonstration p.156-161) (). Mais alors, les matrices
de M coincident, apres introduction d’un systéme convenable de coordonnées en G,
avec les matrices suivantes :

851

g

(6%)

Ici les v, v =1,. .., s, sont des matrices de degré p,, répétées dans notre schéma o,

9. C’est une des rasions pour lesquelles 'opération qui fait passer de A & A* est si importante
dans la théorie des anneaux et doit étre ajoutée dans leur définition aux opérateurs proprement
algébriques définies par les symboles aA, A+ B, AB; c’est celle qui garantit la réductibilité compleéte
de tous les anneaux.

20/21

21/22
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fois; donc

p101+ -+ psos =N
les «,, parcourent un systeme irréductible ¥, de matrices de degré p,, les systemes
¥,...,2s étant non-équivalents. Les places vides sont occupées par des 0 (p.168-
169[7]). Puisque M est un anneau, le théoréme de Burnsidel® peut étre appliqué :
c’est a dire que ag, ..., as parcourent indépendamment toutes les matrices de degrés
respectifs p1,..., ps (p.163, en haut et en bas).

Mais le A correspondant & oy = 1 (matrice unité de dimension p1), ay = 0,...,
as = 0, appartient au centre de M, (M - M’), donc A = a -1 (matrice unité de N
dimensions), ce qui nécessite s = 1. Posons P = p1, Q = o1, et employons deux indices
m, n, dans les matrices A : m = 1,..., P, dans U'intérieur des a1, et n = 1,...,0Q,
pour numéroter les carrés qui contiennent les ap. (De méme pour p, g). Alors nous
aurons

A = (apg,mn); o = (a;om)7 avec Qpg,mn = O‘;mfsqn
ce qui coincide avec (T).

Ainsi nous avons prouvé a-y pour les NV finis, et nous voyons que pour N = oo ils
constituent la généralisation au cas d’un ordre infini des théoremes fondamentaux sur
les systemes hypercomplexes sans radical. Et quelle que soit la réponse aux questions
a 7, elle est indispensable pour étendre la théorie des systemes hypercomplexes aux cas
d’ordre infini c¢’est & dire au deld du cadre classique des « Minimalbedingungen » (9.

8.—. Avant d’attaquer le probléme général (N = oo) disons encore un mot sur la fagon
dont les opérateurs non bornés peuvent étre classifiés a 1'aide des anneaux M C I.
Considérons les opérateurs unitaires U € M, dénotons leur ensemble par My . M est
un anneau contenant My et il est le plus petit qui ait cette propriété : A(My) = M
(Voir M.A. p.392). Par suite :

(W)’ = (ADVG)) =M =N

Autrement dit, si un opérateur linéaire et borné A est invariant dans tous les
isomorphismes de G qui laissent tous les éléments de M invariants "V, il est lui-méme
un élément de M.

Ceci suggere la définition suivante :

10. Ce n’est pas seulement le désir de la généralisation qui nous intéresse dans le dernier probléme.
La mesure des groupes de A.Haar (Voir les exposés H et I de ce Séminaire) établit une relation
directe entre les groupes topologiques et les anneaux d’opérateurs. Les résultats modernes relatifs a
ces groupes sont fondés sur la réduction de ces anneaux, mais pour les groupes non compacts et non
abéliens, ce sont précisément ’ordre infini de ces anneaux et 'insuffisance des méthodes accoutumées
pour leur réduction qui arrétent tout progres. Voir aussi le mémoire des Annals of Math. signalé par.5.

11. Un isomorphisme de G est un opérateur unitaire U : f — Uf, A est invariant dans U si
UAU~! = A, c’est & dire si A et U sont commutatifs. La commutativité avec U et celle avec U* sont
équivalentes, puisque U* = U1,
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Un opérateur X quelconque appartient a M au sens étendu, ce que nous
écrirons : X nM, s’il est invariant dans tous les isomorphismes de § qui
laissent tous les éléments de M invariants.

Nous avons vu que pour X € I, X nM et X € M sont équivalents. ¥

Dans ce qui suit, nous nous intéresserons aussi aux opérateurs non-bornés (mais
linéaires et fermés) qui appartiennent & M au sens étendu. C’est ainsi que la théorie
des anneaux pourra nous fournir des informations sur des opérateurs non-bornés (2.
Nous verrons en particulier que cette méthode ouvre une voie pour éviter les paradoxes
des opérateurs non bornés, signalés dans le mémoire cité au début du paragraphe 2.

L’application de ces considérations & la mécanique des quanta (voir parg.6) est
évidente.

Seconde Partie
Théorie des facteurs

9.—. Pour ce qui suit, quelques définitions sont utiles.

Soit G un espace unitaire a N = 1,2, ..., 00 dimensions. Un facteur est
un ensemble M satisfaisant & la condition

(S) M-M =0
Une factorisation est un systéme de ¢ anneaux Mi,..., M, (£ =

1,2,...), satisfaisant aux conditions
(P) pour i # j, M; et M; sont commutatifs, c’est a dire M; C M,
(P) AMy,....Mp) =1
La condition (S) du paragraphe 4 coincide donc avec la présente condition, défi-
nissant la notion de facteur ; tandis que celles (P) et (P’) du paragraphe 6 coincident
avec celles qui définissent la notion de factorisation pour ¢ = 2,.... D’ailleurs la méme
interprétation physique serait applicable pour tout £ : en décrivant une décomposition
du systeme & en /¢ parties G = &1 + -+ - + Sy
(S) est équivalent & :
AMM) = AM' M)y=M -M) =0 =1
et (P) et (P’) entrainent :
Ma, ..., M, C M) I=AMy,...,M) CAM;, M) C T
d’ott A(My, M) =1, et ainsi (S).

12. Si X,Y sont des opérateurs linéaires et fermés, on peut montrer qu’il existe un anneau M
minimum avec X,Y,... nM (c’est M = U’, si U est I’ensemble de tous les U unitaires laissant X,Y
invariants). Donc on peut parler de ’anneau déterminé par X,Y,... : A(X,Y,...) généralisé méme
si X,Y,...¢ 1.

24/25
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Cela prouve la relation intime qui existe entre les facteurs et les factori-
sations :
Si M est un facteur, alors M, M’ est une factorisation. Si My, ..., M,
est une factorisation, tous les M; sont des facteurs.
Nous continuons ces définitions :

Un facteur M est direct 8'il a la forme a (c’est a dire (T) du paragraphe
6). Une factorisation My, My est directe si elle a la forme 5. (C’est a

dire (T) (T°) ®)). Elle est simple si My = M.
Les énoncés a, g, v du paragraphe 6, deviennent maintenant :
a) Tous les facteurs sont directs.
B) directes
Toutes les factorisations (¢ = 2) sont
v) simples
Nous avons prouvé dans les paragraphes qui précedent
« est équivalent a 8 et implique ~. Pour tous les N finis, «, -, sont vrais.
De plus, ces considérations prouvent (indépendamment de la situation générale
pour a, ) :

Si un facteur d’une factorisation est direct, tous le sont, et la factorisation l’est

aussi M. Réciproquement, si la factorisation est directe, les facteurs le sont aussi.

10.—. L’étude d’un anneau M peut étre fondée sur I’étude des opérateurs de projection
E quil contient, car ces E le déterminent (1%).

La propriété la plus importante d’un opérateur de projection E ou de sa multiplicité

27/28 linéaire, fermée (%) est sa dimension, 9t est un espace unitaire et a une dimension

d(ON) = d(E) = 0,1,2, ..., 0.

Si nous ne voulons définir que ’égalité des dimensions de deux multiplicités, 90,

9 (et non la valeur numérique de d(9N)), nous pouvons le faire en rappelant que la
dimension est le seul invariant unitaire d’un espace unitaire. C’est a dire que 2, N
ont la méme dimension §’il existe un isomorphisme U de M, M. Cet U est donc un
opérateur linéaire défini en 97; ses valeurs couvrent précisément 9; et on a ||Uf|| =
Ifl, pour tout f de M.

Posons E = Py, F' = Py. Nous pouvons définir un opérateur linéaire U défini en

tout point de G, en posant

Uf{:Uf pour f €M
=0 pour fe€ G —M

13. Ici £ = 2, la généralisation aux cas de ¢ quelconque est claire.

14. Ceci pour ¢ = 2; il serait facile de généraliser pour ¢ quelconque.

15. Si Mg est leur ensemble on a M = A(Mg). Voir M.A. p.392.

16. Voir I'exposé C p.6, M est ’ensemble de toutes les solutions de f = Ef, tandis que E = Pyy.
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c’est & dire U = UE.
Cette situation peut étre caractérisée par les définitions suivantes :

Un opérateur linéaire U dans G est partiellement isométrique s’il existe
une multiplicité fermée linéaire 91, telle que

= m
Ul { I£l pour f €
=0 pour f€ G —M

,,,,,,

M est la multiplicité initiale de U, 'ensemble N des valeurs de U est 2s/29
sa multiplicité finale. E = Py, F' = Py sont sa projection initiale et sa

projection finale.
On démontre aisément que :
Tout opérateur isométrique est borné : les équations
E=U"U F=UU"

sont vérifiées.
Chacune des conditions suivantes est caractéristique de 1’isométrie
partielle :

a) UUU = U

b) U*U est une projection

¢) UU* est une projection.
Nous pouvons alors énoncer :

Deuz opérateurs E = Py, F = Py, ont la méme dimension, si, et
seulement s’ils sont les projections initiale et finale d’un méme opérateur

partiellement isométrique U.

Nous écrirons alors :
E ~F, ou M~ N
Si nous étudions les projections F € M d’un anneau M, il est naturel d’introduire

une notion d’égale dimension plus restreinte, relative a M : 29/30

Définition. E, F ont la méme dimension relative a M si, et seulement s’ils sont les pro-
jections initiale et finale d’un méme opérateur partiellement isométrigue U € M (7).
Et nous écrirons

E ~ F..mod. M ou (S =Py, F=M) M ~ MN...mod. M

17. UeMet E=U*U, F =UU* implique E,F € M.
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Montrons 'importance de cette notion dans le cas d’un facteur M. Considérons le
cas o M est un facteur direct. Alors (T) fait correspondre a tout opérateur A € M
dont la matrice a la forme (apg,mn) aVeC Qpgmn = 0, 0gn un opérateur A; dont la

P
matrice est (aj,,,), dans I'espace §' des suites (a,,) m = 1,2;... telles que Z |t |
m=1
P
soit fini, (a,) et (b,) ayant pour « produit intérieur » Z A b
m=1

Ainsi E, F correspondent a des projections Ej, Fy dans §/, et E ~ F..mod. M
est équivalent a F; ~ Fj. Donc la notion de dimension dérivée de E ~ F...mod.
M est celle dans §’, tandis que lautre, qui découle de E ~ F est celle dans G.
La seconde est Q-fois la premieére; ainsi pour () = oo, la seconde aura toujours la

30/31 valeur oo, si la premiere a une des valeurs 1,2, ..., 00. La relation F ~ F...mod. M
donne une classification beaucoup plus délicate des F € M, que E ~ F, et cette
classification donne des informations essentielles sur la nature des deux indices m,
n, qui caractérisent les facteurs directs. Il est donc important d’avoir une théorie
indépendante de la classification par F ~ F...mod. M pour tous les facteurs M, sans
s’appuyer sur leur caractere direct éventuel.

Puisque MM ~ DN...mod. M exprime 'existence d’une correspondance biunivoque
f S Uf entre M, M, d’une classe spéciale (U partiellement isométrique et U € M)
il y a lieu d’appliquer a cette notion les méthodes de la théorie de I’équivalence (des
alephs) de la théorie générale des ensembles, due & G.Cantor. En particulier, il est
désirable de définir un nombre dy(9M) = doy(E) pour toute projection Py = E € M,
telle que dpc (M) = d (D) soit équivalent & M ~ N...mod. M. Ce sera I'analogue de
ce que la dimension ordinaire d(9%) = d(E) est pour la relation 2t ~ MN; et de ce que
les alephs de Cantor sont pour I’équivalence des ensembles.

11.—.La discussion fondée sur des idées analogues a celles de la théorie de Cantor
réussit complétement. Nous ne pouvons donner ici qu'une esquisse de ses résultats (8.
31/32

Suivant I’analogie avec la théorie Cantorienne, nous définissons :

SOitPgm:EEM, Pp=FeM.
E % F..mod. M (ou bien M = 9..mod. M) signifie qu’il existe un
GeM,GFLF,avec E ~ G...mod. M.
E < F..mod. M (ou bien M < 91...mod. M) signifie que E 3 F'...mod.
M, mais pas E ~ F...mod. M.

On démontre par les mémes méthodes que dans la théorie des ensembles, ’analogue
du « Théoreme d’équivalence » de Cantor-Bernstein :

18. Ces résultats ont été obtenus en collaboration par J.F.Murray et 'auteur. Ils sont contenus
dans un mémoire & paraitre prochainement dans les Annals of Mathematics, Vol.36 (1935).
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E S F.mod. M et FF 2 E..mod. M impliquent E ~ F...mod. M.
Mais ce qui est plus remarquable, on peut, pour tout facteur M, prouver un « théo-
reme de comparabilité universelle » :

SiE, FeM, onasoit £ X F..mod. M, soit ' X E...mod. M.

Ces résultats impliquent que 32/33
La relation £ < F...mod. M définit pour tout facteur M un arrangement
linéaire des F € M, c’est a dire
(a) Pour tous les E, F' € M une et une seule des trois relations

E < F..mod. M, E ~ F..mod. M, F < E..mod. M

est vérifiée.

(b) Si E < F..mod. M, F < G..mod. M, on a E < G...mod. M.
Continuant le procédé de la théorie des ensembles, on définit :

E (ou bien 9) est infini mod. M 8’il existe un F' < F avec E ~ F...mod.

M, il est fini mod. M si ce n’est pas le cas.

Nous pouvons formuler maintenant ce que nous désirons d’un nombre
dy(9) = do(E), analogue a la dimension ordinaire et aux alephs de
Cantor :

dy (M) = dy(E), défini pour tous les Poy = E € M est une dimen-
sion relative mod. M, si cette fonction a les propriétés suivantes :

(a) 0 < dwm(E) < 00; dyi(E) =0 est équivalent & E = 0; dy(E) = oo

est équivalent a F infini mod. M.

(b) dwm(E) = dy(F) est équivalent & E ~ F..mod. M ; dy(E) < do(F)

est équivalent & £ < F
(¢) Si E+ F est une projection (c’est a dire EF = 0) alors

dy(E+ F) = dy(E) + dw(F).

33/34
Le théoreme fondamental de la théorie des facteurs est alors :

Pour tout facteur M il existe une et, & un facteur de normalisation pres
(fini et positif), une seule fonction de dimension relative mod. M, dy¢(E).

12.—.Désignons I'ensemble des valeurs numériques de dy(E) pour tous les E € M,
par A. On déduit aisément de (a), (b), (c) que :

(I) ou bien A se compose de multiples entiers d’'un nombre € > 0, < 400, com-

mencant avec 0,¢,2¢,... et finissant avec un ne, n étant un nombre fixe =

1,2,...,00.
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(IT) ou bien A se compose de tous les nombres réels ) d tels que 0 < d < A4, A
étant un nombre fixe, avec 0 < A < 4o00.

(IIT) ou bien A ne comprend que les deux nombres 0, co.
Ceci meéne a la classification suivante des facteurs.

Tout facteur M appartient & une et une seule des classes suivantes, §
étant 'ensemble des valeurs numeériques de dy(E) pour tous les E € M.

Classes (I,) n=1,2,.... A se compose des nombres 0,¢,2¢,...,ne, ol € est un
nombre fixe positif et fini que par une normalisation convenable de
dy(E), on peut supposer égal a 1.

Classes (Io) A se compose de tous les nombres 0,¢,2¢,...,00 (¢ ayant la méme
signification que ci-dessus).

Classes (II;) A se compose de tous les nombres réels d vérifiant 0 < d < A et
ou A est un nombre fixe avec 0 < A < oco. Par une normalisation
convenable de dy(F), nous pouvons faire A = 1.

Classes (II) A se compose de tous les nombres réels avec 0 < d < +00.
Classes (III,) A se compose des nombres 0, co seuls.

dai (1) = dni(9G) est fini dans les classes (I,,), (II1), infini dans les classes
(Io), (1), (Ills); aussi nous appellerons les premieéres classes les
classes finies, et les derniéres les classes infinies. Les classes (I,), (Ino)
sont les classes discontinues, les classes (II1), (Il ), les classes continues,
et (Illy) la classe proprement infinie.

Il résulte immédiatement des remarques du paragraphe 10 que tout facteur direct
appartient & une classe discontinue (la classe est (Ip) avecle P =1,2,...,00 de (T)),
cependant la réciproque est vraie aussi, donc :

Un facteur M est direct si, et seulement, si sa classe est discontinue.

Donc l'existence de facteurs non-directs est équivalente a celle de ’existence de
facteurs dans les classes continues ou dans la classe proprement infinie.

13.—. On peut construire des facteurs des classes (IIy) et (II,) (continues). Ces
exemples ont des propriétés remarquables, que nous ne pouvons pas indiquer ici.
Quant a la classe (IIl,), nous ne savons pas a présent si elle est vide ou non.

En tout cas, nous voyons que les énoncés a et 8 du paragraphe 6 ne sont pas vrais.
~v ne l'est pas non plus : il y a des exemples de factorisations M, N non simples,
c’est & dire pour lesquelles N C M’ (dans ces exemples, M, N sont tous les deux de
classe (ITy)).

19. Tous, et non seulement un ensemble partout dense. Pour cela, il a fallu généraliser (c) au cas
d’un ensemble dénombrable de termes E, F, ..., ce qui se fait sans difficulté essentielle.
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Nous voyons donc que dans l'espace de Hilbert (N = o) il y a des possibilités
essentiellement différentes de celles qui se présentent dans les espaces euclidiens (N
fini). La théorie des systémes hypercomplexes et des représentations unitaires (or-
thogonales) de groupes y prend une forme tres différente. Pour une discussion plus
détaillée de cette question, voir le mémoire & paraitre aux Ann.of Math. t.36.[20]

Une autre question qui se pose naturellement est la suivante : si M est un facteur,
il en est de méme de M’, donc M, M’, entrent tous deux dans la classification du
paragraphe 12. Quelles sont les combinaisons de classes possibles? La réponse est la
suivante :

Pour les deux facteurs M, M’, sont possibles les combinaisons suivantes
(et des exemples en sont connus)
(L) et (IL,,) pour tous les m,n =1,2,...,00.
(ILy) et (IIg) pour tous les a, f = 1, c0.
Nous ne savons pas si la combinaison (IIls) et (IIly) est possible
ou non.

Toutes les autres combinaisons sont impossibles.

Si M, M ont les classes (I,,) et (I,), c’est une factorisation directe, avec P = m et
Q@ = n, dans (T), (T7). Dans ce cas 14, les classes de M, M’ déterminent donc M et
M’ eux-mémes, & un isomorphisme de G pres. Pour les autres combinaisons de classes
nous n’en savons rien ?°). Une énumération compléte des invariants d’isomorphisme
dans ces deux cas serait importante dans plusieurs applications.

14.—.Dans ce qui suit, nous nous occupons des classes finies : (I,) et (II;). Nous
voulons montrer que (I1) est la généralisation raisonnable de (I,), pour un nombre
infini de dimensions. C’est toujours (I), classe de 'anneau I de ’espace de Hilbert
(car I,0 est une factorisation directe, avec P = N = oo, @ = 1) qui a joué le role de
cette généralisation (par exemple dans la mécanique des quanta), et il nous semble,
au moins douteux, que ce soit a juste titre.

1l est vrai que dans la classification du paragraphe 12, le A de (I,), n = 1,2,...,
est Pensemble 0,1,2,...,n, et le A de (I) est Pensemble 1,2,..., 00, ce qui semble
une analogie parfaite. Mais si nous changeons la normalisation du dy(E) de (I,) en
la multipliant par 1 (n est fini), A devient I’ensemble 0, l, — .., 1, et le A de (ITy)
est ’ensemble 0 Sgc < 1, qui semble aussi une bonne analogie. Nous allons montrer
que cette analogie est plus profonde que la premiere.

Considérons d’abord les opérateurs X linéaires et fermés, qui appartiennent a M
au sens étendu (voir paragraphe 8), et dont le domaine de définition est partout dense
dans G (voir les exposés C, p.2, et F, p.6). Soit (M) leur ensemble. les éléments de

20. Il est cependant établi que la combinaison (II1) et (II;) posséde encore un invariant d’isomor-
phisme : un nombre réel qui peut prendre toutes les valeurs finies et positives.

36/37
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&(I) sont simplement tous les opérateurs linéaires et fermés & domaine partout dense.

Si la dimension N de § est finie, on voit que tout élément de £(I) est automatique-
ment borné (car il n’y a des opérateurs non-bornés que dans l’espace de Hilbert), donc
&(I) = I. Pour tout facteur M de classe (I,,), m = 1,2,...,, la correspondance entre
G et G’ définie par (T) (voir le paragraphe 10 : la dimension de §’ est P = m, donc
finie), prouve, de méme, que tous les éléments de &(M) sont bornés, donc (M) = M.

Ainsi, dans les classes (I1), (I2),... €(M) ne contient que des éléments non-
pathologiques.

Dans la classe (Io), M est isomorphe & l'anneau I de I'espace de Hilbert, donc
E(M) contient des opérateurs non bornés : E(M) D M. En ce cas, les éléments de
E(M) offrent plusieurs espaces non-désirables et pathologiques : il y a des opérateurs
hermitiques, mais non hypermaximaux, donc sans forme spectrale (Voir F p.11 et G
p.17-18); les opérations A + B, AB, ont alors un caractére trés pathologique (voir
mémoire cité au début du paragraphe 2).

D’autre part, pour les facteurs M de classe (II;) on montre que :

&(M) contient des opérateurs non-bornés (comme dans (I)), c’est &

dire E(M) D M.
Cependant :

(a) Tous les opérateurs hermitiques en M sont hypermazimauz, et pos-
sedent donc des formes spectrales.

(b) Si X est un prolongement de Y, et si X, Y € EM), ona X =Y.

() Si X,)Y € EM), ona X +Y et XY € EM) (Voir C.p.1 et F.
p.5) 2V,

Pour les opérateurs a X, X*, X +Y, XY toutes les regles de 'algebre des matrices
sont vraies (22).

15.—. Retournons maintenant aux opérateurs bornés d'un M de classe finie.
Dans les espaces § de dimension N finie, tout opérateur hermitique A a un spectre
ponctuel formé de nombres réels, dont chacun a un « ordre de multiplicité » entier, la

21. Autrement dit, les prolongements fermés minimum X + Y, XY de X +Y, XY, sont univalents
et ont leurs domaines partout denses. Il est méme vrai que : si X1, X2,... forment un ensemble fini
ou dénombrable d’opérateurs de &(M), ’ensemble des f auxquels tout produit fini d’opérateurs X,
et X5 peut étre appliqué est partout dense.

22. Ce qui n’est pas vrai dans I (classe (Ioo)). Voir M.A.p.229, des exemples de I'inégalité :

Vo [ (GiRUL) )] Us # R

avec

(- (UhUz2) )| Ug =1 Vo |(---(VaVp)--)| =1 p=1,...,9

les U, étant unitaires, et V, = U. La loi d’associativité n’est pas vérifiée.
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somme de ces ordres étant précisément N. Les points Ay de ce spectre sont caractérisés
par

By, = Fxg+0 — Fg—0 # 0.

Nous choisissons la « normalisation » : F\,+9 = F), ou F) est la résolution spectrale
de A (Voir D.p.17 et F.p.1), et lordre de multiplicité de Ag et [est] la dimension
de By, : d(By,). Pareillement, tout intervalle & demi-ouvert

A< <H

a un ordre de multiplicité : c’est la somme des ordres de tous les points Ay du spectre
qu’il contient. On vérifie aisément que c’est d(Fj; — Fy).

Pour un facteur M de classe (I,), n = 1,2,..., on appliquera la correspondance
de (T) (tout comme au paragraphe 10). Alors l'ordre de multiplicité spectrale de
intervalle A < Ao < Tt est do(Fz — Fx).

Les mémes expressions peuvent étre employées pour I dans l’espace de Hilbert
(N = o0), ou pour les facteurs M de classe (I), mais ces expressions (d(Fjz — F5) ou
dyvi(Fz— F)) peuvent devenir infinies. Dés que cela arrive, elles ne permettent plus la
comparaison des « densités » du spectre dans des intervalles différents. Et cela arrive
précisément dans les cas les plus intéressants et les plus caractéristiques : I'ordre de
multiplicité de l'intervalle total —oo < A9 < +00 est co; et I'ordre de multiplicité de
tout intervalle qui contient a son intérieur des points du spectre continu est oo.

La généralisation a tout facteur M est évidente : soit A € M, un opérateur hermi-
tique et F\ € M les projections de sa forme spectrale ; nous pouvons attribuer ’ordre
de multiplicité mod. M : dy¢(Fz — Fx), & Dintervalle A < A < 1. Ce sont les classes
finies dans lesquelles cette multiplicité mod.M est toujours finie, et nous aurons ainsi
une mesure de la « densité du spectre » dans I'intervalle A < A < p. (Elle ne serait
nulle que si Fz — F; = 0, Fz = Fy;, ce qui signifierait qu’il n’y a pas de spectre dans
A< AR

Les classes intéressantes & ce point de vue sont dans (I,,) (n fini) et (ITy). Dans (II;)
nous normalisons dy(E) par da(1) = 1, et nous ferons de méme pour les (I,) (ou la
normalisation originale était dy¢(1) = n). Avec cette normalisation, dans tous les cas,
I’ordre de multiplicité mod. M de tout intervalle contenant des points du spectre est
un nombre positif inférieur a 1.

) est que pour les premiers, les valeurs

La seule différence entre les (I,,), n fini, et (II;
1 2
admissibles pour I'ordre de multiplicité sont 0, —, —, ..., 1, tandis que pour le dernier,
n' n
ce sont tous les nombres réels d vérifiant 0 < d < 1.

Nous pouvons maintenant « numéroter » les points du spectre de A : le numéro
v(Xo) de Ao étant Pordre de multiplicité mod. M de tout I'intervalle —oo < A < Ag
c’est a dire que nous poserons :

I/()\()) = dM(F)\O)'

40/41
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Dans (I,), v(Ao) = =, —,..., 1. Dans (II;), 0 < v(Xo) < 1.
Cette analogie va si loin que I'on prouve sans difficulté le « Minimax Prinzip » de

R.Courant :

2
n

S|

Soit M un facteur appartenant a une classe finie, A un opérateur her-
mitique, A € M ; et v un nombre réel : 0 < v < 1. Soit Mgy la borne
supérieure de (Af, f) pour tous les f € M, || f|| = 1. Soit Ag(v) la borne
inférieure de My pour toutes les multiplicités linéaires et closes 90t avec
Py € M, dpe(9M) > v. Ao(v) appartient alors au spectre de A, et en est
le plus petit élément avec un numéro > v.

Une autre application est la suivante : pour une matrice dans un § a dimension

N finie, la notion de la trace peut étre définie comme il suit : La trace de A est la

43/42 sommes de toutes les valeurs caractéristiques de A, c’est a dire de tous les éléments

différents de son spectre (ponctuel), chacun étant compté avec son ordre. On peut
donc écrire :

Trace A = /)\d[d(FA)]

(intégrale de Stieltjes).
Remarquons cependant que cette formule correspond a la normalisation usuelle de
d(FE) (dans laquelle d(1) = N); si nous nous servons de notre nouvelle normalisation

(dans laquelle d(1) = 1), le second membre de la formule précédente est 1 Trace A.

En tout cas, il est clair que cette formule peut étre généralisée pour tous les facteurs
M de classe finie, définissant ainsi une trace mod. M : si A est un opérateur hermitique,
A € M, F) sa résolution spectrale, on a :

TraceMA://\d[dM(FA)].

On prouve aisément que :

Tracep A est définie pour tous les opérateurs hermitiques A € M et a
des valeurs réelles et finies. Elle a les propriétés suivantes :

(a) Tracep1=1

(b) Tracey A > 0si A est « définie », c’est & dire : (Af, f) > 0 pour tous
44/45 les feg (23),

(c) Tracey(aA) = aTracey(A), pour tout nombre réel a.

(d) Tracen (A + B) = Tracen(A) + Tracen(B), si A et B sont commu-
tatifs.

(e) Tracen(UAU*) = Traceyn(A), pour tout U € M unitaire.

23. On prouve de méme que ’égalité entrainerait A = 0.
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Réciproquement : Cherchons un nombre réel T'(A) défini pour tous les opérateurs
hermitiques A de M et vérifiant les 5 conditions précédentes :

1) Si le facteur M appartient & une classe infinie, ce probléme n’a pas
de solution 9.

2) Si M appartient a une classe finie, (I,,) (n fini) ou (II;)X, le probléme
a une solution unique : Tracen(A).

Observons que nous n’avons prouvé que (d), et non (d’) :

(d") Tracep(A+B) = Tracen(A)+Tracen (B) pour A et B quelconques.

Cependant (d’) est vrai dans les classes (I,) (n fini) ainsi que dans les exemples
simples connus de (IT;); mais la démonstration générale de ce fait manque. En tout
cas, (b) suffit pour établir 'unicité de Tracen(A).

Avec l'aide du « Minimax Prinzip », on prouve encore

(b’) Tracenc(A) > Tracen(B) si A — B est définie.
(b’) est plus fort que (b) mais serait prouvé si (d’) était prouvé.

Il est évident que cette trace mod. M aurait un role essentiel dans 'interprétation
statistique si les facteurs de classe (II;) pouvaient étre appliqués a la mécanique des
quanta.

D’autre part, on peut s’en servir pour une caractérisation « intérieure » (comme
systémes hypercomplexes abstraits sans emploi de §) des facteurs de classe finie.11[12]

Notes

1. Les articles cités dans ce texte apparaissent en général dans les notes infrapaginales. Ce
sont les articles de auteur [vN29a] (celui qu’il désigne par ML.A... il a deux articles dans
ce volume des Mathematische Annalen), [vN32] (qu’il nomme A.O.M... il a cinq articles
dans ce volume d’Annals of Mathematics), [vN29b, vN32, vN35], celui qu’il annonce au
paragraphe 5, celui, alors & paraitre, avec Murray [MvN36] (les articles de von Neumann
sur les anneaux d’opérateurs forment tout un volume [vN61] de ses (Buvres complétes)
ainsi que le livre [Sto32] de Marshall Stone, le deuxieéme volume de lalgébre de van der
Waerden [vdW31] et son livre récent [vdW35]. Signalons le principe du minimax de Richard
Courant, qui est aujourd’hui d’usage courant, et avait été inventé dans [Cou20].

2. Toutes les notes de bas de page sont dues a 'auteur de ’exposé. Nous avons adopté une
numérotation continue dans ’exposé et pas page a page comme dans l’original.

3. Voir la référence dans la note infrapaginale 5. Dans le premier exposé de I'année sui-
vante (exposé 3-A), de Possel écrira que la famille des espaces-limites « semble avoir perdu
aujourd’hui beaucoup de son intérét. ».

4. Plusieurs articles de von Neumann sont parus pendant les années 1935 et 1936 dans les
Annals of Mathematics, qui avaient été recus par ce journal au printemps 1935. Pourtant

24. La trace, au sens ordinaire, n’est, dans ’espace de Hilbert, pas définie pour tous les opérateurs
bornés; en outre, elle est souvent infinie, ainsi Trace(1) = co.

45/46
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larticle [vN49] contenant la notion de somme directe ne devait paraitre qu’en 1949 (et ne fut
d’ailleurs écrit qu’en 1938). Voir les commentaires de Jacques Dixmier dans I'introduction a
cette année du Séminaire.

5. Le produit intérieur est une traduction de I’anglais inner product, qui désigne (toujours)
un produit scalaire.

6. Voir aussi, dans ce séminaire, ’exposé 1-C (de année précédente) de de Possel.

7. 11 s’agit bien des numéros de pages dans le livre [vdW31] de van der Waerden.

8. Voir I’exposé 1-E (de Dubreil) de I'année précédente.

9. La notation X 1Y suit la notation X €Y (et le signe d’appartenance epsilonesque).

10. Voir aussi la note sur les groupes dénombrables de I'exposé 2-J.

11. Le texte de cet exposé se compléte d’un errata, & la fin du volume, dont nous avons ici
intégré les corrections (comme Pavait d’ailleurs fait un lecteur sur ’exemplaire de 1'1HP).
12. Des archives de Bourbaki. A la réunion du « Traité d’analyse » participérent ce jour-
la Weil, Delsarte, Dieudonné, Chevalley et Leray. Apparemment, von Neumann n’y avait pas
été invité, ou avait autre chose & faire. On discuta d’équations intégrales (voir les notes de
Pexposé 2-G de Leray). Le style canularesque des comptes rendus s’affutait :

Le comité éprouve un sentiment de délivrance en enregis-
trant une promesse de Cartan, qui assure que, malgré le grave
accident dont il vient d’étre victime, il continuera & favoriser le
comité d’une collaboration aussi active et aussi fructueuse que
par le passé.

Ce grave accident, qui était sans doute aussi la raison de ’absence d’Henri Cartan ce jour-la,
était son mariage. Cartan donna l’exposé suivant du séminaire.
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