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Séminaire de mathématiques 14 janvier 1935
Exposé 2-D, p. 1 à 12

LA THÉORIE DES OPÉRATEURS HERMITIQUES BORNÉS

par Jean Delsarte

La théorie[1] des opérateurs hermitiques[2] bornés est due essentiellement à Hilbert
qui l’expose en 1906 dans les Göttingen Nachrichten (Grundzüge eider allgemeinen
Theorie der linearen Integralgleichungen ; vierte Mitteilung, p.157). La théorie fut
ultérieurement perfectionnée et complétée par Hellinger et aussi par Fr.Riesz.

Dans cette conférence, nous adopterons, sans grandes modifications, l’exposé de
Riesz, à la fois plus rapide et plus compréhensif.[3]

Plan de l’exposé.

a) Rappel sommaire des propriétés des formes hermitiques dans l’espace de Hilbert
à n dimensions.

b) Réduites successives d’une forme hermitique, établissement d’une correspon-
dance entre les polynomes à une variable et certaines fonctions polynomiales
d’une forme hermitique donnée.

c) Extension de cette correspondance à des fonctions plus générales.

a.– Formes hermitiques à n variables. Soit A un opérateur hermitique, c’est à
dire identique à son associé : A = A×. On en déduit une fonctionnelle bilinéaire des 1/2

éléments f et g de l’espace : (f,Ag) = (Af, g) et une fonctionnelle quadratique de
l’élément f :

(f,Af) = (Af, f)

qui est nécessairement un nombre réel ; cette dernière fonctionnelle est une forme her-
mitique. Lorsque l’espace de Hilbert envisagé n’a qu’un nombre fini n de dimensions,
on retrouve évidemment les formes hermitiques à n variables ; il est bien connu, depuis
Hermite, qu’une telle forme est réductible d’au moins une manière, à une somme de
n carrés

(f,Af) =
n∑
i=1

λi |(f, ϕi)|2
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les λi étant des nombres réels, les n éléments ϕi formant un système orthogonal et
normal, de telle sorte que

n∑
i=1
|(f, ϕi)|2 = ‖f‖2

Si on introduit les n opérateurs de projection Pif = ϕi(f, ϕi) les formes hermitiques
correspondantes sont respectivement |(f, ϕi)|2, de sorte qu’on peut écrire

A =
∑

λiPi

(Dans cette égalité nous désignons par une même lettre un opérateur hermitique et
la forme hermitique correspondante ; nous ferons de même à l’avenir).

Ajoutons que les opérateurs de projection P sont orthogonaux, et que leur somme se
réduit à l’opérateur identité E. Il en résulte que les opérateurs λE−A =

∑
(λ−λi)Pi2/3

et
∑
Pi/(λ− λi) sont inverses l’un de l’autre quel que soit λ 6= λi.

Les remarques suivantes sont essentielles : supposons que l’élément f varie sous la
condition ‖f‖ = 1 ; les formes hermitiques Pi provenant des valeurs toujours positives,
qui ont alors pour somme l’unité, la forme hermitique A =

∑
λiPi prend donc une

valeur toujours comprise entre le plus grand et le plus petit des nombres λi, et ces
deux nombres extrêmes sont respectivement égaux au maximum et au minimum de
la forme A variée sous la condition ‖f‖ = 1.

D’après les relations entre les opérateurs Pi, on constate facilement que les opéra-
teurs A, A2, A3 etc. ont pour expression

A =
∑

λiPi, A2 =
∑

λ2
iPi, . . . An =

∑
λni Pi, . . .

désignant ensuite par P(µ) le polynome à coefficients réels

P(µ) ≡ a0 + a1µ+ · · ·+ arµ
r

et posant
P(A) = a0E + a1A+ · · ·+ arA

r

on voit que P(A) =
∑
P(λi)Pi ; de là résulte que l’élément f de l’espace variant sous

la condition ‖f‖ = 1, l’ensemble des valeurs prises par la forme hermitique P(A) pour
tous ces éléments est compris entre les valeurs maxima et minima de la même forme3/4

A variée dans les mêmes conditions.

b.– Réduites successives d’une forme hermitique. Soit, dans l’espace de Hilbert
général, un système d’éléments coordonnés (αi), système toujours supposé orthogonal
et normal.

L’opérateur identique E est défini par le système (L)

σi = αi

Le nème réduit En de E est défini par le système (L) suivant :

σn,i = αi (i 6 n) σn,i = 0 (i > n)
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En peut être regardé comme opérant dans la multiplicité linéaire (α1, α2, . . . , αn) ; son
domaine des valeurs se réduit en effet à cette multiplicité, et il transforme de la même
manière deux éléments ayant même projection sur cette multiplicité ; En se réduit
en fait à l’opérateur de projection sur la multiplicité finie (α1, α2, . . . , αn). Observons
encore que En tend fortement vers E.

Soit maintenant A un opérateur linéaire borné ayant pour système (L), par rapport
aux éléments coordonnés, l’ensemble d’éléments (σi). On définit d’abord l’opérateur
Bn ayant pour système (L)

σn,i = σi (i 6 n) σn,i = 0 (i > n)

Il est clair que Bn tend fortement vers A, il a encore comme domaine des valeurs 4/5

la multiplicité (α1, α2, . . . , αn) mais deux éléments ayant même projection sur cette
multiplicité sont transformés différemment, en général, par Bn c’est pourquoi on prend
pour nème réduite de A l’opérateur An = BnEn ; il opère bien dans (α1, α2, . . . , αn) et
peut être regardé comme un opérateur défini dans un espace à n dimensions, il tend
fortement vers A puisqu’il en est ainsi de Bn et que En tend fortement vers E.

Supposons maintenant A hermitique, il en est de même de An. On a le théorème
fondamental suivant :

Théorème 1. L’élément f variant sous la condition ‖f‖ = 1, la forme hermitique[4] A

varie entre les bornes m et M , la forme hermitique An entre les bornes mn et Mn, je
dis que m = mn, Mn = M .

Soit en effet fn le transformé de f par En ; on a

(f,Anf) =
∞∑
i=1

(f, αi)(σn,i, fn) =
∞∑
i=1

(f, αi)(σn,i, fn)

=
n∑
i=1

(fn, αi)(σn,i, fn) =
n∑
i=1

(fn, αi)(σi, fn) = (fn, Anfn)

mn etMn sont les bornes inférieure et supérieure de la forme hermitique A quand f , de
norme unité, varie dans la multiplicité (α1, α2, . . . , αn), ce qui prouve notre assertion.

5/6

Conséquence. P(µ) étant un polynome à coefficients réels

P(µ) ≡ a0 + a1µ+ · · ·+ arµ
r

on définit immédiatement

P(A) = a0E + a1A+ · · ·+ arA
r

P(An) = a0E + a1An + · · ·+ arA
r
n

et il est clair que P(An) tend fortement vers P(A). Or, An peut être considérée comme
une forme hermitique dans un espace à n dimensions, donc la forme P(An) prend pour
tout élément f de norme unité, une valeur comprise entre le maximum et le minimum
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de P(µ) dans l’intervalle (mn,Mn) ; passant à la limite, on voit que l’ensemble des
valeurs de la forme P(A), variée sous la condition ‖f‖ = 1, est tout entier compris
entre les valeurs extrêmes de P(µ) dans l’intervalle (m,M).

Nous avons établi à partir d’une forme hermitique A une correspondance entre les
polynomes P(µ) et les formes P(A) ;

1) Cette correspondance est distributive : au polynome a1P1(µ) +a2P2(µ) corres-
pond la forme a1P1(A) + a2P2(A) ;

2) l’ensemble des valeurs prises par la forme P(A), la forme E étant égale à l’unité,
est compris entre les valeurs extrêmes de P(µ) dans l’intervalle (m,M).

3) la correspondance est multiplicative : au produit effectif de polynomes
P1(µ)P2(µ) correspond le produit symbolique de formes P1(A)P2(A).6/7

c.– Extension de la correspondance. On pourrait facilement étendre la corres-
pondance aux fonctions continues du paramètre µ ; il suffirait d’utiliser une suite de
polynomes convergeant vers la fonction ; on obtiendrait ainsi une suite uniformément
convergente d’opérateurs et de formes hermitiques. Mais pour la suite, il est indispen-
sable d’étendre la correspondance à certaines fonctions discontinues.

Nous prendrons une suite croissante de polynomes

P1(µ) 6 P2(µ) 6 · · · 6 Pn(µ) 6 · · ·

quel que soit µ dans l’intervalle (m,M) ; ces polynomes étant de plus bornés dans leur
ensemble sur cet intervalle. Dans ces conditions, pour m 6 µ 6 M , la suite Pn(µ)
converge vers une fonction P(µ) qui ne sera pas continue en général. Prenons la suite
correspondante de formes hermitiques

P1(A);P2(A); . . . ;Pn(A); . . .

La forme Pj(A) − Pi(A) (i < j) correspond au polynome Pj(µ) − Pi(µ) qui est
positif dans l’intervalle (m,M), la borne inférieure de ce polynome est donc positive
et d’après (2), la forme Pj(A)−Pi(A) prend une valeur positive quel que soit l’élément7/8

de l’espace pour lequel on la calcule. C’est ce que nous entendrons quand nous dirons
que la suite de formes Pn(A) est croissante.

De plus, les Pn(µ) sont bornés dans leur ensemble ; il est clair, toujours d’après (2),
qu’il en est de même des valeurs prises par les formes Pn(A) pour un élément f
déterminé. Si ‖f‖ = 1, la borne supérieure des Pn(A) calculées pour cet élément, est
égale à celle des Pn(µ). Dès lors, quel que soit l’élément f de l’espace, ce qui précède
montre que les valeurs des formes Pn(A) pour cet élément, ont une limite pour n
infini ; la considération des valeurs prises par ces formes pour l’élément f + g montre
que les fonctionnelles bilinéaires correspondantes ont des limites quels que soient les
éléments f et g pour lesquels on les calcule ; par suite les opérateurs hermitiques Pn(A)
forment une suite faiblement convergente vers un opérateur borné, nécessairement
hermitique, B.
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Théorème 2. L’opérateur limite B ne dépend que de la fonction P(µ) et non de la
suite croissante de polynomes dont elle est la limite.

Plus généralement, nous démontrerons le résultat suivant :

Théorème 3. Soient deux suites croissantes de polynomes Pn(µ) et Qn(µ) tendant
respectivement vers les fonctions P(µ) et Q(µ) ; supposons de plus que dans (m,M) 8/9

on ait P(µ) 6 Q(µ) ; soient alors B la limite faible des opérateurs Pn(A) et C la
limite faible des opérateurs Qn(A) ; je dis qu’entre les formes B et C on a l’inégalité
B 6 C.

Choisissons en effet un indice i et un nombre positif ε ; considérons le polynome
Pi(µ) − ε ; on peut trouver un indice j assez grand pour que Qj(µ) > Pi(µ) − ε

quel que soit µ dans (m,M). Il suffit pour le voir de considérer la uite d’ensembles
E1;E2; . . . sur lesquels

Q1(µ) 6 Pi(µ)− ε; Q2(µ) 6 Pi(µ)− ε; . . . etc. . . .

ces ensembles s’emboitent ; il existe un j assez grand pour que Ej = 0, sinon la suite
Ej se prolongeant indéfiniment et étant formée d’ensembles fermés, il y aurait une
valeur µ0 de µ appartenant à tous les Ej pour laquelle on aurait

Q(µ0) 6 Pi(µ0)− ε

ce qui est impossible. L’indice j étant ainsi choisi, on aura pour tout élément de
l’espace Qj(A) > Pi(A)− εE puis, faisant j infini, C > Pi(A)− εE ; mais cela ayant
lieu pour i et ε arbitraires, il en résulte C > B − εE, puis C > B.

Je dis maintenant que B = C si P(µ) = Q(µ) ; on a en effet simultanément
P(µ) 6 Q(µ) ; Q(µ) 6 P(µ) et donc aussi B 6 C ; C 6 B ; par suite B = C. 9/10

La correspondance est donc étendue aux fonctions bornées limites de suites crois-
santes de polynomes ; on l’étend de même aux fonctions limites de suites de fonctions
décroissantes de polynomes. Prenons maintenant deux fonctions P(µ) et Q(µ) du pre-
mier type ; P(µ)+Q(µ) est encore du premier type, mais P(µ)−Q(µ) n’est ni du pre-
mier ni du second. Si r(µ) = P(µ)−Q(µ), on pose par définition r(A) = P(A)−Q(A) ;
il faut montrer que cette convention est légitime, c’est-à-dire que

P(µ)−Q(µ) = P1(µ)−Q1(µ) entraîne
P(A)−Q(A) = P1(A)−Q1(A);

c’est bien clair, car il en résulte

P(µ) +Q1(µ) = P1(µ) +Q(µ),

et les deux membres sont du premier type, donc

P(A) +Q1(A) = P1(A) +Q(A)

et
P(A)−Q(A) = P1(A)−Q1(A).
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On a du même coup montré que la correspondance est distributive.
Constatons maintenant que la propriété (2) a encore lieu. Prenons une forme r(A) =

P(A)−Q(A), P(µ) et Q(µ) étant par exemple du premier type. Je dis que l’ensemble
des valeurs de la forme r(A), variée sous la condition ‖f‖ = 1, est compris entre le
maximum et le minimum de r(µ) sur l’intervalle (m,M). Soit k le minimum de r(µ)10/11

dans cet intervalle, on a r(µ) 6 k ou P(µ) > Q(µ) + k, et dans les deux membres
figurent des fonctions du premier type, il vient alors, d’après le théorème 3, P(A) >
Q(A) + kE ou r(A) > kE ; on montrerait de même que r(A) 6 KE, K désignant le
minimum de r(µ). Donc...[5]

Nous démontrerons enfin le théorème suivant :

Théorème 4. La correspondance est multiplicative.

Soient P(µ) et Q(µ) des fonctions du premier type, limites de suites croissantes
de polynomes : Pn(µ) et Qn(µ). Nous supposons toutes ces fonctions positives, ce
qui revient à leur ajouter des constantes convenables. Considérons la suite croissante
P(µ)Qn(µ) qui tend vers P(µ)Q(µ) ; toutes ces fonctions sont du premier type, il leur
correspond donc des formes hermitiques PQn(A), PQ(A). Je dis que pour n infini,
l’opérateur PQn(A) tend faiblement vers PQ(A).

Soit en effet r(µ) un polynome tel que r(µ) < P(µ)Q(µ) on démontre, comme pour
le théorème 3, qu’on peut trouver un indice n tel que P(µ)Qn(µ) > r(p) pour toute
valeur µ de l’intervalle (m,M) ; alors PQn(A) > r(A) ; d’ailleurs la suite PQn(A)
est une suite croissante bornée, il en résulte, comme plus haut, que les opérateurs
PQn(A) tendent faiblement vers un opérateur hermitique borné B, la forme B est11/12

supérieure à la forme r(A).
Prenons maintenant une suite croissante de polynomes tendant vers P(µ)Q(µ),

par exemple la suite rn(µ) = Pn(µ)Qn(µ) ; le raisonnement précédent s’applique aux
polynomes rn(µ)− 1/n ; et par suite B > rn(A)−E/n, quel que soit l’indice n. Pour
n infini on a B > PQ(A). D’autre part on a

P(µ)Qn(µ) < P(µ)Q(µ)

par suite
PQn(A) < PQ(A)

et pour n infini B 6 PQ(A) ; il en résulte que

E = PQ(A).

Ceci étant bien vu, la démonstration s’achève aisément : la correspondance étant
multiplicative pour les polynomes, on a Pm(A)Qm(A) = PmQn(A) ; et en prenant
les limites faibles des deux membres, n restant fixé et m devenant infini, il vient sans
difficulté

P(A)Qn(A) = PQn(A);
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l’opérateur B est donc aussi la limite faible, pour n infini, des opérateurs P(A)Qn(A),
limite qui est évidemment P(A)Q(A) de sorte qu’on a bien P(A)Q(A) = PQ(A). La
correspondance est multiplicative. 12/13

d.– Étude du spectre. Soit une fonction continue P(µ) définie de −∞ à +∞, et qui
soit dans (m,M) limite d’une suite de polynomes ; il lui correspond une certaine forme
P(A). Nous approximerons cette fonction par une fonction en escalier P ′(µ). Divisons
pour celà [sic] l’intervalle (−∞; +∞) en intervalles partiels Ik, (ξk 6 µ < ξk+1) dans
lesquels l’oscillation de P(µ) sera au plus égale à ω ; µk sera un nombre de l’intervalle
Ik et P ′(µ) sera égal à P(µk) dans Ik. Introduisons encore les fonctions discontinues,
Pξ(µ) égales à l’unité pour µ < ξ et nulles pour µ > ξ ; elles sont aussi limites de suites
croissantes de polynomes, il leur correspond des opérateurs hermitiques Aξ. Comme
on a

P ′(µ) =
∑
k

P(µk) · [Pξk+1(µ)− Pξk
(µ)];

il vient
P ′(A) =

∑
k

P(µk)[Aξk+1 −Aξk
];

de plus |P(µ)− P ′(µ)| < ω quel que soit µ, donc on a, entre formes, les inégalités
suivantes :

−ωE 6 P(A)− P ′(A) 6 ωE

P ′(A) est donc une valeur approchée de P(A) à ωE près ; quand la limite supérieure
d’oscillation tend vers zéro, P ′(A) tend faiblement vers P(A).

On écrira symboliquement 13/14

P(A) =
∫ +∞

−∞
f(ξ) dAξ;

cette notation, analogue à l’intégrale de Stieljès [Stieltjes] ayant un sens précis, d’après
ce qui précède. En particulier, on a, à cause de la propriété 3 l’identité entre opéra-
teurs, pour P(µ) = 1/(λ− µ),

(λE −A)−1 =
∫ +∞

−∞

dAξ
λ− ξ

valable, a priori, seulement pour λ complexe. Mais on peut remarquer que Aξ est nul
pour ξ < n, et qu’il se réduit à E pour ξ > M ; dans la sommation qui donne P ′(A), on
peut évidemment supprimer les termes correspondant aux intervalles Ik dans lesquels
Aξ reste indépendant de ξ ; en pensant à l’intégrale, on voit qu’elle s’écrit aussi bien

(λE −A)−1 =
∫ M

m

dAξ
λ− ξ

elle a donc encore un sens pour λ réel inférieur à m ou supérieur à M . Elle a même
encore un sens pour toutes les valeurs de λ intérieures à (m,M) telles de plus qu’il
existe des intervalles I entourant λ, dans lesquels Aξ reste constant. Il y a donc, dans
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l’intervalle (m,M) un ensemble de valeurs de λ pour lesquelles la formule n’a plus de
sens. Ces valeurs sont telles que, aussi petit que soit ε, Aξ ne soit pas constant pour
λ− ε < ξ < λ+ ε.

Théorème 5. Les valeurs que nous venons de définir forment un ensemble S qui se14/15

confond avec le spectre de l’opérateur hermitique A.[6]

Soit λ une telle valeur, et désignons par (λ − ε;λ + ε) l’intervalle où Aξ n’est pas
constant. Posons encore

Q(µ) = Pλ+ε(µ)− Pλ−ε(µ) =
{

1 (λ− ε 6 µ < λ+ ε)
0 (µ < λ− ε, ou µ > λ+ ε)

On a
Q(A) = Aλ+ε −Aλ−ε

qui ne s’annule pas identiquement, il existe donc un élément f de l’espace tel que
son transformé par l’opérateur Q(A) ait une norme non nulle ; soit g ce transformé.
D’ailleurs Q2(µ) = Q(µ), et par suite Q(A)Q(A) = Q(A) ; le carré scalaire (g, g) peut
donc s’obtenir en calculant la valeur prise par la forme Q(A) pour l’élément f ; de
plus, en appliquant l’opérateur Q(A) à g, on doit retrouver g. Par suite, appliquer
l’opérateur (λE − A)2 à g revient à lui appliquer l’opérateur (λE − A)2Q(A) ; or, la
forme correspondant à ce dernier opérateur, correspond à la fonction (λ − µ)2Q(µ),
qui, dans l’intervalle (λ− ε, λ+ ε) reste inférieure à ε2 ; appliquons alors l’opérateur
(λE − A) à g ; on obtient un élément g′, et le carré scalaire de g′ est égal à la valeur
prise par la forme (λE −A)2 pour l’élément g ; on a donc

(g′, g′) = (λE −A)2g 6 ε2(g, g)

ou15/16
‖g′‖
‖g‖

< ε

Si petit que soit ε il existe un élément g de norme non nulle, tel que celà [sic] ait lieu.
Il en résulte que λ est une valeur singulière, sinon, en effet, (λE − A)−1 existerait et
serait un opérateur borné, on aurait g = (λE −A)−1 · g′ puis aussi ‖g‖ 6M‖g′‖, et
le quotient ‖g′‖ / ‖g‖ serait borné inférieurement. Donc...

Le spectre de l’opérateur hermitique A est donc formé de nombre réels, il est
intérieur à l’intervalle (m,M).

Théorème 6. Les nombres m et M appartiennent au spectre.

Soient, dans le cas contraire,m′ etM ′ les extrémités du spectrem < m′ 6M ′ < M .
Aξ est alors constant pour ξ 6 m′ et ξ >M ′, on peut écrire

P(A) =
∫ M ′+ε

m′−ε
P(ξ) dAξ
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et en particulier

E =
∫ M ′+ε

m′−ε
dAξ; A =

∫ M ′+ε

m′−ε
ξ dAξ;

Mais Aξ est, quand ξ croît, une forme non décroissante ; par suite, de la définition
précise des symboles précédents résulte [sic] les inégalités entre formes 16/17

(m′ − ε)E < A < (M ′ + ε)E

d’où, quel que soit ε positif

(m′ − ε) 6 m; (M ′ + ε) >M

on a donc bien
m′ = m; M ′ = M

Définition et étude du spectre ponctuel. Introduisons la fonction

Qξ(µ) = 0 (µ 6= ξ); ou = 1 (µ = ξ)

qui est limite d’une suite de polynomes. Il lui correspond un opérateur hermitique et
une forme hermitique Bξ = Qξ(A).

Définition. On appelle spectre ponctuel l’ensemble des valeurs ξ pour lesquelles Bξ
n’est pas nul.

Théorème 7. Le spectre ponctuel forme un ensemble dénombrable.

On a évidemment Bξ > 0, et quels que soient ξ1; ξ2; . . . ; ξn :

Bξ1 +Bξ2 + · · ·+Bξn
6 E

d’où résulte l’assertion.
Il est clair encore que

B2
ξ = Bξ; Bξ1Bξ2 = 0 (ξ1 6= ξ2)

De plus, µQξ(µ) = ξQξ(µ), et par suite

ABξ = BξA = ξBξ

on voit donc que

(λE −A)Bλ = Bλ(λE −A) = 0 (quel que soit λ)

Partons alors d’un élément f de l’espace et appliquons lui l’opérateur Bλ, soit 17/18

g = Bλf ; appliquons ensuite à g l’opérateur λE −A, on trouve zéro, donc

λg = Ag.

Si maintenant λ appartient au spectre ponctuel, il existera un élément f tel que ‖g‖
ne soit pas nul (ceci à cause de B2

λ = Bλ) et il existera un élément g de l’espace, non
nul, solution de l’équation homogène

λg = Ag
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λ est une valeur caractéristique de l’opérateur A. Inversement, toute valeur caracté-
ristique appartient au spectre ponctuel ; soit, en effet, λ un nombre tel qu’il existe un
élément de l’espace, de norme non nulle, solution de l’équation homogène λg = Ag ;
appliquer A à g revient ici à le multiplier par P(λ) ; (c’est clair si P(µ) est un poly-
nome, un passage à la limite facile montre qu’il en est de même pour une fonction
limite d’une suite de polynomes). On voit donc qu’appliquer Bξ à g revient à le
multiplier par Qξ(λ), ce qui donne zéro si λ 6= ξ et g si λ = ξ ; donc Bλ n’est pas
identiquement nul, et λ appartient au spectre ponctuel.

D’où :

Théorème 8. Le spectre ponctuel se confond avec l’ensemble des valeurs caractéristiques
de l’opérateur A.18/19

On a enfin le théorème suivant :

Théorème 9. Le spectre ponctuel fait partie du spectre de A.

Introduisons la fonction

P+
ξ (µ) = 1; (µ 6 ξ); = 0; (µ > ξ)

à laquelle correspond la forme A+
ξ ; il est clair que Bξ = A+

ξ −Aξ, d’ailleurs

Aξ+ε = A+
ξ = Aξ = A+

ξ−ε = Aξ−ε

de là, on déduit sans peine, en faisant ε = 0

A+
ξ+0 = Aξ+0 = A+

ξ ; Aξ = A+
ξ−0 = Aξ−0

(on s’appuie ici sur le fait que Aξ est semi-continue inférieurement, tandis que A+
ξ est

semi-continue supérieurement ; c’est ce qu’on constate sans peine en remontant aux
définitions, et en remarquant que lorsqu’une suite de fonctions du premier type, par
exemple, tend en croissant vers une fonction du même type, les opérateurs correspon-
dants tendent faiblement vers l’opérateur qui correspond à la fonction limite. Nous
avons rencontré incidemment ce résultat en démontrant le théorème 4).

De ces égalités résulte que Aξ et A+
ξ sont des fonctions discontinues de la variable ξ,

les points de discontinuité étant ceux du spectre ponctuel, la discontinuité en ces points
étant égale à Bξ. Cela suffit à prouver que le spectre ponctuel appartient au spectre.

Quand on retranche le spectre ponctuel du spectre, il reste un ensemble appelé
spectre continu, ensemble qui sera étudié dans la prochaine conférence.[7]

Notes

1. Le seul article cité dans cet exposé est celui [Hil06] de Hilbert. La référence précise à
Hellinger sera faite dans l’exposé suivant. Voir aussi l’historique au début de l’exposé de
Weil (2-B).
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2. L’adjectif « hermitique » (dans lequel on entend le nom de Charles Hermite) va bientôt
disparaître au profit de son concurrent « hermitien ». Au cours de cette année du Séminaire,
les deux co-existent, et nous trouvons

— hermitique dans les exposés 2-D (Delsarte), 2-E (Blanc), 2-F (Chevalley) et 2-K (von
Neumann),

— hermitien dans les 2-B (Weil), 2-C (Delsarte), 2-G (Leray), 2-I (Delsarte) et 2-L (Car-
tan)

Remarquons l’hésitation de Delsarte, qui a utilisé successivement hermitien le 10 décembre,
puis hermitique le 14 janvier pour revenir à hermitien le 25 mars. Dans la même période, les
Allemands utilisent Hermitesche, dans lequel Hermite est présent !
3. ou compréhensible ?
4. Ajout manuscrit dans l’exemplaire ihp : dans la multiplicité (α1, . . . , αn).
5. L’époque où l’on terminait une démonstration par « Donc, etc. » n’était pas révolue.
6. Le « que nous venons de définir » dans un énoncé écrit va disparaître, lui aussi.
7. Des archives de Bourbaki. De même que la séance précédente du séminaire (voir
les notes de l’exposé 2-C), celle-ci fut précédée d’une réunion du « Traité d’analyse », à
laquelle participèrent Weil, Delsarte, Mandelbrojt, de Possel, Cartan, Chevalley et Leray.
La première décision fut de fixer qui seraient les rédacteurs du traité, ils devaient être (au
plus) neuf, les sept présents, plus Dieudonné (dont il semble qu’il soit arrivé en cours de
réunion) et Dubreil (avec qui Delsarte avait discuté, puisqu’il a présenté des idées qui leur
étaient communes : l’algèbre moderne et des considérations étendues sur l’espace de Hilbert,
c’est à dire le programme du séminaire ces deux premières années, faisaient partie de leurs
désiderata pour le Traité d’analyse). Voir le document delta_002.pdf des archives Bourbaki.

Des archives du séminaire...

Compte-rendu de la séance du 14 Janvier 1935
1. La séance est ouverte à 16h.45 par M.JULIA qui donne tout de suite la parole

à Delsarte.
2. De 16h.45 à 17h.45, Delsarte expose la théorie ds opérateurs hermitiques bornés.
3. Après l’exposé personne ne demandant la parole, M.Julia remercie très vivement

Delsarte. Il fait remarquer que si celui-ci a préféré la méthode plus élégante et plus
rapide de Riesz la lecture du mémoire de ce dernier (Grundzüge IV) est néanmoins
fort intéressante et serait utile pour le prochain exposé.

4. Puis M.Julia annonce la venue à Paris de ARTIN et BLASCHKE. Artin fera
une conférence au séminaire le lundi 11 Février à 10h.30.

5. Thé. Conversation. Séance levée à 18h.30 (1).

Séminaire de mathématiques
Avis

Pendant son séjour à Paris, M.ARTIN fera une conférence au séminaire.
Elle aura lieu le lundi 11 Février à 10h.30 Amphithéâtre Darboux (2).

1. Une page ronéotée. Archives de l’ihp.
2. Une demi-page ronéotée. Archives de l’ihp.

delta_002.pdf
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