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Séminaire de mathématiques 28 mai 1934
Exposé 1-L, p. 1 à 7

INVARIANTS D’UNE ALGÈBRE. LOI DE RÉCIPROCITÉ

par Claude Chevalley

A.– Caractérisation d’une algèbre par ses invariants. Soient[1] k un corps de
nombres algébriques et S une algèbre simple de centre k. Rappelons qu’il est usuel
en théorie du corps de classes d’introduire r symboles p∞,1, p∞,2, . . . , p∞,r, en corres-
pondance univoque avec les conjugués réels k(1), k(2), . . . , k(r) de k et qui s’appellent
les idéaux premiers à l’infini de k. À chacun de ces idéaux correspond une « valeur
absolue » de k qui s’obtient en associant à un nombre de k le nombre réel

∣∣β(i)
∣∣ conju-

gué de β dans k(i). La fermeture de k relativement à cette valeur absolue (c’est à
dire le corps des suites convergentes suivant cette valeur absolue) est un corps kp∞,1

isomorphe au corps des nombres réels. On pose Sp∞,1 = kp∞,1S.
Ceci posé, à chaque classe {S} d’algèbres simples de centre k correspond pour

chaque idéal premier p fini ou infini une classe {Sp} d’algèbres de centre kp, et cette
correspondance est une homomorphie appliquant le groupe des classes de centre k sur
un sous-groupe du groupe des classes de centre kp. Soit g ce dernier groupe.

De plus, pour {S} donné, la classe {Sp} ne peut être 6= 1 que pour les idéaux
infinis ou les idéaux finis ramifiés dans le corps gauche contenu dans la classe {S},
donc en tout cas, pour un nombre fini d’idéaux premiers. Nous pouvons donc encore 1/2

dire que nous avons une homomorphie du groupe des classes {S} sur un sous-groupe
du produit direct de tous les gp.

D’autre part, il résulte de l’exposé précédent que si {Sp} = 1 quel que soit p, on
a {S} = 1. L’homomorphie précédente est donc une isomorphie et la classe {S} est
bien déterminée quand on connaît tous les Sp.

Supposons d’abord p fini. Le corps gauche Kp contenu dans {Sp} admet pour sous-
corps commutatif maximum le sous-corps[2] relativement cyclique non ramifié Kp de
kp de degré relatif np égal au degré de Kp et par suite Kp se représente comme produit
croisé sous la forme

Kp = {α,Kp, s}
où s est une substitution engendrant le groupe de Galois de Kp/kp, α se met sous
la forme επm, où ε est une unité de Kp et π un nombre divisible exactement par la
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première puissance de p. Quand on se donne s, Kp est déterminé par la classe de restes
à laquelle appartient m modulo np. En effet, α est déterminé à une norme près d’un
nombre de Kp. Or une unité ou un nombre de la forme πλnp sont des normes de Kp.
D’ailleurs m est premier à np.

D’autre part, on peut choisir s d’une manière invariante. En effet, on démontre en2/3

théorie des corps (Voir (1)[3]) l’existence d’une opération A bien déterminée telle que,
pour tout entier A de Kp, on ait :

sA ≡ ANp (mod. p)

Cette substitution engendre le groupe K/k et est appelée substitution de Frobenius,
{Sp} est donc déterminé par Kp et par la valeur de m modulo np, et encore par le
quotient m

np
pris mod.1. C’est ce nombre que Hasse appelle invariant Pp de {Sp} ou

de {S} pour p. D’ailleurs, si une algèbre quelconqueSp de la classe {Sp} se représente
sous la forme d’un produit croisé

{
πm

′
,K ′

p, s
′
}
où K ′

p est une extension cyclique non
ramifiée de kp de degré n′

p, on a

m′

n′
p

= m

np
(mod.1)

Si p est infini, Kp est isomorphe au corps des nombres réels. Donc, {Sp} est la
classe des algèbres de matrices à coefficients, ou bien réels, ou bien contenus dans le
corps des quaternions. Dans le premier cas, on posera : Pp {S} ≡ 0 (mod.1), dans le
second : Pp {S} ≡ 1

2 (mod.1).
Si {S}, {S′} sont deux classes de centre k, on vérifie tout de suite que pour

chaque p :3/4

Pp {SS′} ≡ Pp {S}+ Pp {S′} (mod.1)
On peut donc dire que Pp {S} est un caractère additif du groupe des classes d’algèbres.

Pour que {Sp} = 1, il faut et il suffit que Pp ≡ 0 (mod.1). Il résulte de là que le
groupe des classes d’algèbres simples de centre kp est isomorphe au groupe additif des
nombres rationnels (mod.1).

Nous avons donc caractérisé chaque classe d’algèbres par un système d’une infinité
d’invariants attachés aux divers idéaux premiers du centre.

Nous allons nous servir de ces invariants pour résoudre le problème suivant : à
quelle condition, une classe d’algèbres S admet-elle pour corps de décomposition un
sur-corps donné K de k ? Pour cela, il faut et il suffit que pour chaque idéal premier P
de K, KP soit corps de décomposition de {Sp}, p étant l’idéal premier de k divisible
par P. En effet, on vérifie tout de suite que {KS}P = KPSp. Soit NP = (KP : kp).
On sait que (Voir (2)) pour que KP soit corps de décomposition de {Sp}, il faut et
il suffit que NP soit divisible par le degré up du corps gauche contenu dans {Sp} ce
qui s’exprime par les congruences NPPp ≡ 0 (mod.1). Ces congruences représentent
donc la condition nécessaire et suffisante cherchée.4/5
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B.– Relation entre les invariants. On peut se demander si les invariants d’une
algèbre sont des nombres arbitraires ou s’ils sont liés par des relations nécessaires.
Nous allons montrer que c’est la seconde hypothèse qui est vraie.

Entre les invariants d’une classe quelconque existe la relation
∑

Pp ≡ 0 (mod.1).
Nous esquisserons la marche de la démonstration en supposant, pour simplifier un
peu, que tous les conjugués de K sont imaginaires, c’est à dire que K n’aie [sic] pas
d’idéaux premiers infinis.

Lemme. Une algèbre S de centre k admet un corps de décomposition K jouissant des
propriétés suivantes :

(1) K est cyclique par rapport à k ;

(2) K est circulaire par rapport à k, c’est à dire contenu dans un corps k(ζ) où ζ
est racine N ième de l’unité ;[4]

(3) N n’est divisible par aucun des idéaux premiers de K pour lesquels Pp {S} 6≡ 0
(mod.1).

En effet, considérons les idéaux premiers pour lesquels Pp 6≡ 0. Soit pour l’un de
ces idéaux np le discriminant réduit de Pp. Si P est un diviseur premier de p dans K,
NP = (KP : kp) est égal au degré relatif de P.

Il suffira donc de trouver un entier N , premier à certains idéaux p, tel que, en
désignant par ζ une racine primitive N ième de l’unité, par K le corps k(ζ), un 5/6

certain nombre d’idéaux premiers de k se décomposent dans K en idéaux premiers
de degrés relatifs divisibles par certains nombres donnés à l’avance. On démontre de
diverses manières que de tels nombres existent (Voir (3)).

Ceci posé, désignons par K un sur-corps relativement abélien de k. Soit p un idéal
premier de k non ramifié dans K. On démontre (Voir (1)) l’existence d’un élément s
du groupe de Galois de K/k tel que pour tout entier A de K, on ait :

sA ≡ ANp (mod.p)

s s’appelle substitution de Frobenius de p, et se désigne par
(
K/k

p

)
ou
(
K

p

)
. Si P

est un facteur premier de p dans K on a(
KP

p

)
=
(
K

p

)
a étant un idéal quelconque de k premier au discriminant relatif de k, on peut

décomposer a en idéaux premiers : a =
∏

pai
i . On appelle symbole de Artin

(
K

a

)
la

substitution : (
K

a

)
=
∏(

K

pi

)ai
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du groupe de K/k. On constate que
(
K

a

)
ne change pas si on multiplie a par la

norme relative d’un idéal de K premier au discriminant de K/k.
D’autre part, on démontre (Voir (1)) qu’il existe pour chaque idéal premier p de6/7

k ramifié dans K un idéal fp qui est puissance de p tel que, P désignant un facteur
premier de p dans K, pour qu’un nombre α de k soit norme par rapport à kp d’un
nombre de KP , il faille et il suffise que α soit reste normique de K mod. fp, c’est à
dire congru mod. fp à la norme d’un nombre de K. fp s’appelle le p-conducteur[5]

de K, et le produit des p-conducteurs de tous les idéaux premiers ramifiés dans K
s’appelle le conducteur de K.

Ceci posé, supposons K cyclique par rapport à k, et soit {S} une classe d’algèbres
de centre k, admettant K comme corps de décomposition. Donc une algèbre de la
classe se mettra sous la forme (α,K, s), où s est une opération engendrant le groupe
de K/k et α un élément de k. Supposons que Pp {S} ≡ 0 (mod.1) pour tous les
idéaux premiers de k ramifiés dans K. Cela veut dire que pour un idéal premier p de
k ramifié dans K, et divisible par l’idéal premier P de K, α est norme par rapport à
kp d’un nombre de KP , donc que α est reste normique mod.fp. Comme on peut sans
changer S, multiplier α par la norme d’un nombre de K, on peut supposer α ≡ 1
(mod.fp) pour les idéaux premiers p finis ramifiés dans K. Soit g un idéal premier fini
de k non ramifié dans K et π un nombre divisible par g, non par g2. Soit gag la plus
haute puissance de g qui divise α. Soit d’autre part :7/8 (

K

g

)
= sbg

On démontre facilement que Pg {S} ≡
agbg
n

où n est le degré de K par rapport à k.
On a donc : ∑

g

Pg ≡
1
n

∑
agfg

D’autre part : (
K

α

)
= s
∑

agbg

Supposons maintenant de plus que K soit contenu dans un corps k(ζ) où ζ est une
racine primitive N ième de l’unité, N étant un entier premier aux idéaux p ramifiés
dans K.

Donc si T est un facteur premier de N dans k, et L un diviseur premier de T dans
K, α est norme de KL à KT d’un nombre de KL. Donc il est reste normique de K
modulo toute puissance de T. Ceci étant vrai pour tous les facteurs premiers T de N ,
α est reste normique mod.N et on peut supposer sans restriction α ≡ 1 (mod.N).
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D’autre part, si a est premier à N , on démontre facilement que(
K

a

)
ζ = ζNa

d’où
(
K

α

)
ζ = ζ |N(α)|

Tous les conjugués deK étant imaginaires, on aN(α) > 0 ; d’où |N(α)| = N(α) ≡ 1

(mod. N), et
(
K

α

)
= 1. On en déduit :

∑
agbg ≡ 0 (mod.n) et 8/9

(1)
∑

Pg ≡ 0 (mod 1)

Toute algèbre simple ayant, en vertu du lemme énoncé plus haut, un corps de décom-
position cyclique circulaire satisfaisant aux conditions imposées à K, les invariants de
toute algèbre simple de centre k satisfont à la relation précédente.

Soit maintenant K un corps de décomposition cyclique quelconque de S et sup-
posons α ≡ 1 (mod. f), où f est le conducteur de K. Alors de la relation

∑
Pg ≡ 0

(mod. 1) on déduit inversement que (
K

α

)
= 1

Nous avons donc démontré que : si K est un sur-corps relativement cyclique de k,

de conducteur f ,
(
K

a

)
ne dépend que de la classe (mod. f) à laquelle appartient a ;

c’est à dire
(
K

a

)
ne change pas si on multiplie a par un nombre ≡ 1 (mod. f).

Cet énoncé est connu sous le nom de loi de réciprocité de Artin. Il est équivalent
à la relation (1). D’autre part cette relation se déduit par des moyens purement
arithmétiques du lemme précédent.

D’autre part, on constate que la loi de réciprocité permet de construire d’une ma-
nière purement arithmétique la théorie du corps de classes, et par suite de démontrer 9/10

le théorème fondamental sur les algèbres.
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J. de D.M.V. ou CHEVALLEY, Thèse, Journ. of Coll. of Sc.tokyo

(2) BRAUER, HASSE, NOETHER, BEWEIS eines Hauptsatzes in des Theorie der
Algebren, Crelle, 167

(3) Van der WAERDEN, Crelle, 1934.

Voir pour l’ensemble de l’exposé : HASSE, Theory of Cyclic algebras over an
algebraic number field, Trans. Am. Mat. Soc. 34, et HASSE, Die Struktur des
R.Brauerschen Algebrenklarrengruppe, ... M.A. 107.
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Notes

1. Les références citées à la fin de l’exposé sont les articles [Has26] et [Has27] de Hasse
dans le Jahresbericht de la dmv (repris dans le livre [Has30]), la thèse [Che33] de l’auteur,
l’article [BHN32] de Richard Brauer (1), Helmut Hasse et Emmy Noether, celui de van der
Waerden [vdW34]. À ceux-ci, Chevalley ajoute l’article « américain » [Has32] de Hasse et
son récent [Has33]. Mentionnons à nouveau le petit livre de Peter Roquette [Roq05].
2. Ce sous-corps de Kp est un « sur-corps » de kp. Dans cette notation, Kp est une extension
cyclique de kp.
3. Le (1) fait référence, de façon moderne, à l’item (1) de la bibliographie, regroupée à la fin
de l’exposé, c’est-à-dire ici à [Has27].
4. La terminologie moderne est « cyclotomique ».
5. Le mot « conducteur » traduit l’allemand Führer.

Des archives du séminaire...

Compte-rendu de la séance du 28 Mai 1934
1. La séance est ouverte à 16h.30 et M.JULIA donne la parole à Chevalley qui fait

un exposé sur les invariants des algèbres et la loi de réciprocité.
2. À la fin de l’exposé, M.Julia remercie très vivement Chevalley au nom de tous

pour cet exposé qui était particulièrement difficile à cause de son ampleur et qui sert
de conclusion aux études de cette année. L’étude de la loi de réciprocité nous a justifié,
en effet la nécessité des constructions abstraites introduites précédemment. M.Julia
remercie aussi Chevalley de la part qu’il a prise à la préparation du programme et
des autres exposés ainsi que ceux qui les ont faits et ceux qui y ont assisté.

3. M.Julia confirme que le programme de l’année prochaine est partiellement fixé :
les 6 ou 7 premières conférences seront consacrées à l’étude des espaces de Hilbert. On
examinera la possibilité d’en développer les applications une autre année. On tiendra
compte aussi des invitations qui pourraient être faites à des savants étrangers (Artin ?
Brouwer ?...)

4. Thé. Conversations. La dernière séance est levée à 18h (2).
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